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Resumo

Transformadas discretas sédo ferramentas bem conhecidas éegempenham um papel
importante em diversas aplicacbes de Engenharia e, eraybartide Processamento Digi-
tal de Sinais. O calculo de uma transformada pode ser rapaesepelo produto entre a
respectiva matriz de transformacéo e o vetor cuja transfdense deseja obter. Nas ulti-
mas décadas, diversas propriedades relacionadas adratioes dessas matrizes tém sido
investigadas; mais especi camente, tém sido propostosdostpara construir autovetores
dessas matrizes, os quais podem ser empregados, por example nicdo de versdes
fracionarias das respectivas transformadas. Nesta tdisder sdo propostas metodologias
baseadas em matrizes geradoras para construcdo de augsveotransformadas trigono-
métricas discretas, as quais, no presente contexto, semefaés transformadas discretas
do cosseno e do seno dos tipos | e IV, e a transformada dis&dtiartley; dado um
autovetor de uma dessas transformadas, associado a cévi@bn, mostra-se como obter
uma matriz que, ao ser multiplicada pelo referido autoyg@mduz um novo autovetor,
com autovalor possivelmente distinto do primeiro. Saautiiges procedimentos para que,
utilizando as metodologias propostas, sejam obtidas loi@sastovetores. Essas bases séo,
entdo, empregadas na de nicdo de versdes fracionariaipmei e reais das transfor-
madas correspondentes. Esquemas de cifragem de imageasidsagas transformadas
de nidas séo considerados e tém sua robustez avaliadarda foeliminar. Os resultados
sugerem que os referidos esquemas preenchem alguns dipsisrirequisitos de seguranca
necessarios a aplicabilidade em cenérios praticos. ldsveeem parte, ao nimero de pa-
rametros livres envolvidos nos procedimentos introdsizidste trabalho, que € maior que
o de métodos similares encontrados na literatura.

Palavras-chave: Transformadas trigonomeétricas discretas. Autovetoreatrikks gera-
doras. Cifragem de imagens.



Abstract

Discrete transforms are well-known mathematical toolspdayg an important role in several
applications of Engineering and, in particular, in Digiiginal Processing. The computation
of a transform can be represented as the product betweerepective transform matrix
and the vector whose transform one desires to obtain. Irestalecades, several properties
related to the eigenstructures of such matrices have beastigated; more speci cally,
methods devoted to the construction of eigenvectors of soattices, which can be em-
ployed, for instance, in the de nition of fractional versoof the respective transforms,
have been proposed. In this dissertation, methodologssdban generating matrices for
constructing eigenvectors of discrete trigonometric gfarms are proposed (in the present
context, such transforms refer to discrete cosine and saresforms of types | and 1V,
and to the discrete Hartley transform); given an eigenvectcone of such transforms,
associated to a certain eigenvalue, one demonstrates howtan a matrix which, being
multiplied by the referred eigenvector, produces a newegéor with eigenvalue possibly
di erent from the former. We discuss procedures for obt@gr@igenvector bases using the
proposed methodologies. Such bases are then employedda thigon of fractional, mul-
tiorder and real-valued versions of the correspondingfibams. Image encryption schemes
based on the de ned transforms are considered and havertiristness evaluated in a
preliminary manner. The results suggest that the refercb@rees complies with some of
the main security requirements necessary to the appiigahilpractical scenarios. In part,
this is due to the number od free parameters involved in ttieniques introduced in this
work, which is greater than that of similar methods foundhia kiterature.

Keywords: Discrete trigonometric transforms. Eigenvectors. Gdimgranatrices. Image
encryption.
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1 Introdugéo

As transformadas discretas sdo ferramentas matematicgascbahecidas e que pos-
suem grande importancia em diversas aplicacdes de Enigerhdransformada discreta
mais difundida é a de Fourier (DFT, do ingtBscrete Fourier transfonmcuja aplicacao
produz uma representacdo no dominio da frequéncia de Biregmtemente digitais ou
de sinais originalmente continuos, que foram submetidosc@$s0s como amostragem e
quantizacdo. Ao longo dos anos, outras transformadasethscioram propostas, dentre as
quais podem ser destacadas a do cosseno, a do seno, a dg élartiavelet. Além disso,
diferentes versdes de cada uma dessas transformadas fet@melecidas. Entre essas
versdes, encontram-se as transformadas fracionariagemqeealizam as transformadas or-
dinarias correspondentes no sentido de permitir que sejmadas poténcias ndo-inteiras
dos respectivos operadores de transformacdo. A seguiregeatado o estado da arte a
respeito das transformadas fracionarias, o que permitesegdes subsequentes, elencar o

objetivo geral e 0s objetivos especi cos desta dissertacdo
1.1 Autovetores de transformadas discretas

Desde 1960, as transformadas discretas tém desempenhagapghessencial numa
gama de aplicacdes de Engenharia e, em particular, em gpaooesto digital de sinais.
Tal abrangéncia se deve, dentre outros motivos, as disrgurbpriedades das diversas
transformadas discretas que tém sido de nidas e a viathlizda implementacdo dessas
transformadas em plataformas deftware e hardwarede varios tipos. A caracterizacao
de uma transformada discreta envolve uma série de aspeeiodp realizada a partir
de interpretacdes especicas que se pode dar a essas fetaameO célculo de uma
transformada discreta pode ser expresso, por exemplo, e@raduto entre uma matriz
identi cada como matriz de transformacao e um vetor cujasfarmada se deseja calcular;
normalmente, um vetax = ( x[n]) com comprimentdN tem sua transformadX = ( X[k])
de mesmo comprimento calculada por

N 1
XK= & XnMk;n];
n=0
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k=0;1;:::;N 1, em queM = ( M[k; n]) corresponde a referida matriz de transformagéo e
representa, também, o nucleo da transformada. O produteizaattor que se mencionou
seria, entéo, escrito como

X=M x:

O estudo dos atributos da matriz associada a determinadasformadas discretas
tem sido bastante util no desenvolvimento de questbes#soe praticas a elas associadas.
A fatoracdo de uma matriz de transformacao pode auxiliar,egemplo, no projeto de
algoritmos rapidos para realizar o produto dado na ultimaae&p. Outro aspecto cuja
investigacao tem sido alvo de um grande numero de trabadisoke ch década de 1970 € o
das autoestruturas dessas matrizes, isto é, da deternurtbz8eus autovalores e autoveto-
res. Com respeito aos autovalores, além de determinar evakwes propriamente ditos,
0 que usualmente se objetiva nos referidos trabalhos [Zeérdear suas multiplicidades
algébrica e geométrica; com relacdo aos autovetores, dmyzistante é determinar como
esses podem ser construidos e, eventualmente, identroprigdades interessantes sob
algum critério em conjuntos formados por eles.

Quando se considera a transformada discreta de Fourier|istamae resultados e mé-
todos relacionados a autoestrutura da respectiva matrizashsformacao pode ser apre-
sentada. A construcédo de autovetores da DFT, por exemplde ger feita a partir de
matrizes que comutam com a sua matriz de transformacéo€lpsssivel porque, quando
duas matrizes sdo comutantes, elas possuem pelo menos umteale autovetores em
comum; isso tem sido usado para lidar com o fato de uma matr2KT, com dimen-
saoN N, possuir in nitos conjuntos ortogonais distintos cdinautovetores. Existem
varias matrizes que possuem a propriedade de comutar corria daDFT. Alguns dos
principais exemplos séo encontrados em [3], [4], [5] e [8]d&/regra, a construcéo de con-
juntos ortogonais formados por autovetores da DFT a pagtimatrizes comutantes requer
a execucdo de passos que nao sdo baseados em formulasdexipadaui complexidade
aritméticaO(N3).

Em [7], Pei e Chang propuseram um método para geracdo deeturew da matriz
da DFT baseado em matrizes geradoras. A complexidade daaéemieO(N2logN) e
emprega apenas férmulas fechadas. Na proposta, indicergeconstruir uma matriz gera-
dora que possui a propriedade de, ao ser multiplicada poutovedor da DFT, associado

a certo autovalor, fornecer um novo autovetor, associadmautovalor possivelmente
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diferente do primeiro. Essa estratégia pode ser aplicadareha recursiva até que um
conjunto de autovetores seja obtido.

Técnicas dedicadas a construgéo de conjuntos de autoseteteansformadas discretas
diferentes da de Fourier ndo tém sido muito exploradas. &@ade, o que normalmente
se faz é construir um autovetor da matriz da DFT e, a partitedasitovetor, derivar o
autovetor correspondente da matriz da transformada dasae cosseno ou do seno, por
exemplo. De qualquer maneira, o principal uso desses trgs/éem sido a de nicdo de
transformadas fracionarias, as quais, conforme descisegair, constituem uma espécie

de generalizacdo das transformadas ordinarias assaciadas
1.2 Transformadas fracionarias

A origem dos estudos sobre transformadas fracionariasitarao inicio do século XX.
Nesses estudos, a transformada de Fourier (ordinaria)eéistada como um operador
integral aplicavel a uma fungdo ou sinal. Aplicar este dperadrias vezes, de forma
recursiva, a determinada funcdo ou sinal corresponde @arapoténcias do operador. A
transformada fracionaria de Fourier (FrFT, do indgl@stional Fourier transforinconsiste
numa generalizagdo da transformada de Fourier, em queqgi$éméo inteiras do referido
operador séo aplicadas.

O célculo de uma FrFT admite diferentes interpretacdes. $Sigel descrever o efeito
desta transformacédo, por exemplo, empregando o plano témgeéncia. O célculo de
uma transformada de Fourier ordinaria gera uma represemi@de um sinal do dominio do
tempo para o da frequéncia; se a transformada for aplicadanmente, a representacao
é transladada do dominio da frequéncia para o do tempo, povémsentido invertido, e
assim por diante. Cada aplicacéo da transformada podey,esg#évisto como uma rotagéo
por um angulo igual =2 no plano mostrado na Figura Figura - 1.1. Assim, o célculo
de uma FrFT pode ser interpretado como uma rotacdo, no seatii-horario, por um
angulo igual @ = ap=2, em quea2 R é a ordem fracionaria [1]; noutras palavras, sempre
que o valor de for ndo-inteiro, um sinal originalmente no dominio do te@pevado para
uma espécie de dominio intermediario, em que o tempo e &frggLestao de certa forma
misturados.

A primeira referéncia relacionada a FrFT se encontra nuigioate Wiener, publicado

em 1929 [8], o qual apresenta uma relagdo entre a expansanadsénie de Hermite e sua
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& frequéncia: X(f) = X_,(u)
| 4

X u ‘."'
cc+n/2( ) “'.” & ""‘.- Xa(u)
L\

- =
~, tempo: x(2) = X,(u)

Figura Figura - 1.1  Representacdo da transformada fracionaria de Fourier em plano tempo-
frequéncia [1].

transformada de Fourier. Em 1937 [9], Condon demonstrow gquyeerador de Fourier gera
um grupo ciclio de transformacgfes de orderm qual € isomorfo a um grupo de rotagdes
num plano com angulo multiplos ge2; ele encontrou um grupo de transformadas gerado
pelo operador Hermitiano, do qual o grupo gerado pelo opedadransformada de Fourier

€ um subgrupo.

O termo transformada fracionaria de Fourier, especi cdaegrarece ter sido cunhado
por Namias, em 1980, num artigo que de ne o operador de Fduaigonario, apresenta
algumas propriedades e fornece uma aplicacdo em Mecaracdic@y mais precisamnete,
na obtencdo de uma solugdo da equacdo de Schrodinger pacdadasharmoénico. Em
1987, McBride e Kerr [10], percebendo certa auséncia de n@drabalho de Namias,
escreveram um artigo com nalidade de desenvolver uma fagéw matematica mais
rigorosa dos conceitos apresentados. Nos anos segumd€f8y, 1989 e em 1991, trés
artigos importantes relacionados a FrFT foram publicadsdrabalhos relacionam a FrFT
ao Principio da Incerteza e a distribuicdo tempo-freqaéteiWigner [11], [12], [13].

ApOs o estabelecimento da FrFT, tornou-se natural a buscagrsdes discretas dessa
transformada. A ideia seria obter um operador que geresaéiza transformada discreta
de Fourier num sentido analogo ao que a FrFT generaliza sftramada de Fourier ordi-
néria. Neste sentido, houve uma grande contribuicdo em f@@2do Dickinsoet al. [3],
baseados, em parte, no trabalho que ja havia sido realizad®apks e McClellan em [14],
analisaram a autoestrutura da matriz da DFT e propuseram u#todo para construir
conjuntos ortogonais de autovetores dessa matriz (tal deetbbaseado numa matriz co-

mutante com a matriz da DFT, possibilidade sobre a qual sewvescna parte inicial deste
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capitulo). Com isso, foi proposta, também, uma forma eteietle computar poténcias
fracionarias da matriz da DFT. Mais especi camente, demdaporF a matriz da DFT e

sabendo que tal operador é diagonalizavel, pode-se @screve
F=VLVT; (1.1)

em queV é uma matriz cujas colunas sao dadas por vetores de um coianormal
de autovetores d€&, L é uma matriz diagonal contendo os autovalore$-dea mesma
sequéncia em que os respectivos autovetores séo dispostoga das colunas dee VT

corresponde a versao transposta da matrizAssim, aa-ésima poténcia de € dada por
Fa= vVLav': (1.2)

E relevante observar que a equacio 1.2 pode ser usada paargabténcias ndo-inteiras
de um operador matricial qualquer ou, mais restritamergandtrizes associadas a outros
tipos de transformadas discretas. O ponto-chave nesteggo¢ sobretudo se a matriz,
ainda que seja diagonalizavel, possuir autovaloresdepgé a construgdo do conjunto de
autovetores a serem empregados como colunas de

Em paralelo as novidades que surgiam no campo das trand&srfracionéarias discre-
tas, os pesquisadores continuaram a avancar nas invésgeglacionadas a transformada
fracionaria de Fourier (para sinais de variavel continlNgs anos de 1993 e 1994, fo-
ram publicados estudos descrevendo a relacdo entre a FrFpr@pagacdo da luz em
sistemas Opticos e novos resultados descrevendo a retdagéia &rFT e outras represen-
tacdes tempo-frequéncia, tais como a transformada dedfodei curta duracdo, a funcao
ambiguidade e o espectograma [15], [16], [17], [18].

Com a consolidacdo da FrFT e de suas propriedades, versisee madas da DFrFT
(do inglésdiscrete fractional Fourier transfojrtambém foram propostas. A ideia era que
uma formulacgéo tedrica mais consistente da DFrFT permgirimplementacdo pratica da
FrFT, tornando-a viavel inclusive para novos campos deagplh, como o de imagens,
videos, audio e outras informacdes contidas em formattald[@d], [20], [21]. Mui-
tos dos estudos sobre a DFrFT estdo concentrados na cofstoe; autovetores do tipo
Hermite-Gaussiano da DFT, que reproduzem propriedadesszectivas funcdes de varia-
vel continua empregadas na fracionarizacao da transfarc@éourier [3], [5], [6], [4], [7].

Alguns pesquisadores propuseram estender o conceitondéotraada fracionaria para

outras transformadas diferentes da de Fourier, como, mmngo, versdes fracionarias das
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transformadas discretas do cosseno, do seno e de Hartley22R [24], [25]. Tanto no
cenario de variavel continua quanto no de variavel disastautoestruturas destas trans-
formadas, ou seja, os autovalores e os autovetores, podecarseterizadas a partir da
autoestrutura da transformada de Fourier. Com isso, asfimamadas fracionarias corres-
pondentes a essas transformadas podem ser de nidas adzaRiFT e da DFrFT, embora
cada uma possua peculiaridades que as tornam menos ou nadigaatpara determina-
das aplica¢cdes. Em lugar das transformadas fracionérieeuteer, tém sido empregadas
transformadas fracionarias do cosseno, do seno e de Hadlegxemplo, em veri cacdo
onlinede assinaturas manuscritas [26], ocultacdo de dados ers dmaoz [27], cifragem
de imagens coloridas [28], extracdo de caracteristicag@wnhrecimento de locutor [27] e

em outros cenarios de aplicacao.

Cifragem de imagens

O histérico resumido que se acabou de apresentar da indictbvdrsidade de ce-
narios em que as transformadas fracionarias podem sergadpsee Como parte deste
rol, além das aplicacdes que j& foram mencionadas, podelistadas como exemplos a
Itragem de sinais[2® , 30], as técnicas modernas de comunica¢do, como aquelas que
empregam a multiplexacdo por divisdo de frequéncias odtgg(OFDM, do inglésrtho-
gonal frequency-division multiplexing1, 32], os sistemas de radar de abertura sintética
(SAR, do inglésynthetic aperture radaf33], a estimacao cega da dispersédo cromatica em
comunicacgdes opticas, a estimacdo de parametros de cadaicas subaquaticos banda-
larga com mudltiplos percursos [34], 0 processamento dis $imearmente modulados em
frequéncia (LFM, do ingl@mear frequency modulatipfi35], a classi cacao de disturbios
na qualidade da energia (PQD, do ingb&sver quality disturban¢g36], o diagndstico de
imagem por ultrassom de dentes humanos [37], o desenvalwitie uma transformada
de Hough avancada com base numa FrFT multicamada [38],edeuntras.

Mais um dos cenarios de aplicagdo das transformadas fase®® o de cifragem de
imagens. Isso se deve, principalmente, ao fato de se paddera ordem fracionaria como
chave de seguranca. A cifragem de uma imagem objetiva, @ompéx a sua transmissao
por um canal supostamente inseguro, de maneira que, casdsenvador intercepte-a
sem autorizacdo, este ndo consiga extrair informacédo sobreagem; na pratica, apos
passar por um processo de cifragem, uma imagem adquirdaspe@l ruidoso, o qual

se re ete, também, em diversas métricas relacionadas apatrcorrelacdo entre pixels
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vizinhos, entre outros. Liet al [39] mostra que a DFrFT pode ser usada diretamente em
uma cifragem de imagem por meio do calculo da respectivsforamada bidimensional. A
partir deste estudo, varias técnicas para cifragem de imagseadas no mesmo principio
e envolvendo, adicionalmente, outras estratégias vatadaperfeicoamento de aspecros

de seguranca foram propostas [20], [40], [41].
1.3 Justi cativa

Conforme se pode constatar pelo conteido apresentado inasirps seces deste ca-
pitulo e, particularmente, pela atualidade das referérgtadas, técnicas para construgcao
de autovetores de transformadas discretas, visando,tgsdbrex de nicdo das respectivas
transformadas fracionarias e ao estudo de suas aplicag@@sjuam sendo um tema de
grande interesse de diversos grupos de pesquisadoresedfisiade serve como motivacao
principal para o desenvolvimento desta dissertacao, erseqo@oca como foco a extensao
a certos tipos de transformadas trigonométricas discrétasétodo de matrizes gerado-
ras de autovetores da transformada discreta de Fourierdanido em [7]. O propdésito é
disponibilizar mais uma alternativa para construcao deaaiovetores, a qual pode prover
determinadas vantagens, em comparacéo as técnicas jelestalas na literatura; esses
autovetores podem ser empregados na de nicdo de novasotraaslas fracionarias que,

por sua vez, podem ser utilizadas em cenérios de aplicagdai®sliversos.

1.4 Obijetivos

O objetivo geral desta dissertacdo € a proposicao de um m@tard construcdo de
autovetores de certos tipos de transformadas trigonocaétdiscretas empregando matrizes
geradoras. As transformadas consideradas séo a do cosaatmseno dos tipos 1 e IV, e

a de Hartley.
Objetivos especi cos
Como obejtviso especi cos deste trabalho, podem ser elepas seguintes:

1. Introduzir uma proposi¢cdo que indique como construirinest geradoras de auto-
vetores das transformadas discretas do cosseno e a do setipatol e IV, e a de

Hartley;
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2. Propor procedimentos sistematicos para gerar conjudgasutovetores das transfor-
madas investigadas, os quais podem constituir bases a sengmgadas na expansao
espectral dos respectivos operadores;

3. Empregar, efetivamente, as bases mencionadas paranfiazar as transformadas
consideradas e, mais especi camente, obter versdes reaiftierdem destas ferra-

mentas;
4. Aplicar os resultados tedricos obtidos ao cenério degeifn de imagens digitais;

5. Realizar uma avaliagéo preliminar dos aspectos de segutas esquemas de cifragem

propostos.

1.5 Estrutura e contribuicbes da dissertacédo

Esta dissertacdo se encontra organizada da seguinte forma:

7

. No Capitulo 1, é realizada uma contextualizagdo do trabaleodo apresentado, de
forma concisa, um apanhado histérico a respeito dos tenmdadns e sendo colocados

0s principais motivos para a sua realizacdo e os objetietanmente delineados.

. O Capitulo 2 apresenta uma revisao bibliogra ca sobre asfvamada discreta de Fou-
rier, as transformadas discretas do cosseno e do seno dsd gplV, e a transformada
discreta de Hartley. S&o apresentadas, basicamente, amcdes de cada uma des-
sas transformadas e enunciados os principais resultadosaatas autoestruturas das

respectivas matrizes de transformacao.

. No Capitulo 3, é apresentado a contribuicdo central darthgs®: um método baseado
em matrizes geradoras para construcdo de autovetores alasfdrmadas discretas do
cosseno e do seno dos tipos | e IV, e da transformada disadtartiey. S&o intro-

duzidos procedimentos para que, empregando o referidodmésejam obtidas bases
formadas pelos autovetores construidos, as quais sdogadpeena fracionarizagdo das
transformadas correspondentes. Tal possibilidade épentiendida por meio da de-
nicdo de transformadas fracionarias trigonométricagrdims com multiplas ordens e

representadas por operadores matriciais reais.

. No Capitulo 4, é discutido um método para cifragem de imaggseado nas transforma-

das de nidas no Capitulo 3. O método propriamente dito dairmioutros existentes na
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literatura, porém, empregando as transformadas consisuidsta dissertagdo em substi-
tuicdo a outras transformadas fracionérias, tem-se um ruimaior de parametros livres;
isso eleva, potencialmente, o espaco de chaves do esqueams@&guentemente, a sua

robustez a ataques de forca-bruta. Uma avaliacao prelirdesse aspecto é realizada.

O Capitulo 5 traz as conclusfes do trabalho, indica sugegi@®@ a continuidade da

pesquisa e lista os artigos resultantes da pesquisa dzaliza
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2 Autoestruturas de transformadas discretas

Neste capitulo, sdo revisadas de nicbes e proposicOesoredas a alguns tipos de
transformadas trigonométricas discretas. Mais espetietde, sdo abordadas as trans-
formadas discretas do cosseno e do seno dos tipos | e IV, aeséotraada discreta de
Hartley. A autoestrutura de cada uma dessas transformadaseSentada, o que inclui a
determinagéo de seus autovalores e a caracterizagdo gestress autovetores. Métodos
voltados a construcdo desses autovetores também sdoidiisculiostra-se, por exemplo,
como um autovetor da DFT ou de sua versdo generalizada poddilzado para obter

um autovetor de uma das transformadas mencionadas.

2.1 Transformada discreta de fourier

Nesta se¢do, sdo apresentados os principais resultadosmaldos & autoestrutura da
transformada discreta de Fourier (DFT, do ingléscrete Fourier transfornl4]. Inicia-se

pela de nicdo dessa transformada, a qual € dada a seguir.

De nicdo 2.1 Transformada discreta de Fourier
A DFT de um vetox = ( x[n]), com componenteqn]2 C, n= 0;1;:::;N 1, € o vetor
X = ( X[K]) com componentes

1 N 1
XK= p= & xnw ", (2.1)
N n=o

k=0:1:::N 1, emquew=e ¥ ei= P—

Teorema 2.1  Transformada discreta de Fourier inversa
A DFT inversa de um vetot = ( X[K]), com componenteX[k]2 C, k= 0;1;:::;N 1,
€ o0 vetorx = ( X[n]) com componentes

1 No 1
x[n= p—= § XKW (2.2)
N n=0

n=0;1;:::;;N 1
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Pode-se relacionar um vetore a sua DFTX por meio da equacgéo matricial
X = Fx; (2.3)
em que a entrada niésima linha e na-ésima coluna da matriz da DFT é dada por

Flkin] = pl—Ne 7k, (2.4)

Autoestrutura da matriz da DFT

Proposicao 2.1
Os autovalores da matriz da DFT séo as raizes de quarta ordemidade]l, 1,ie

i. Suas multiplicidades sé&o apresentadas na Tabela Tabela - 2

Embora a matriz da DFT possua, no maximo, quatros auto\satbséintos, o respectivo

operador € diagonalizavel, uma vez que as multiplicidddgébrigas desses autovalores

coincidem com suas multiplicidades geométricas (dimemsdutoespaco ao qual cada
autovalor esta associado). Com isso, é possivel consasirstpareRN formadas por
autovetores dé&; na realidade, em funcdo da repeticdo dos autovalores, hdrumdade

dessas bases, as quais motivam, de alguma forma, a conabpchlierentes estratégias

para obtencdo de autovetores Herelacionados a um autovalor especi co. Duas dessas

estratégias sdo apresentadas nas subsec¢fes que seguem.

Tabela Tabela - 2.1  Multiplicidade dos autovalores da matriz da DF(é um ndmero inteiro).

N Mult. 1 | Mul. i | Mult. -1 | Mult. i

4m m+ 1 m m m 1
dm+ 1 m+ 1 m m m
dm+2 | m+1 m m+ 1 m
Idm+ 3| m+1l m+ 1 m+ 1 m

Construcé@o de Autovetores da DFT: Abordagem Geral

Nesta secado, descreve-se como obter autovetores da maET, relacionados a um
autovalor especi co dessa matriz, partindo de vetoresrariois. Para tanto, considera-se

a de nicdo a seguir.
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De nicdo 2.2 Vetor par e vetor impar
O vetore=(€n]),n=0;1;:::;N 1, € um vetor par se[n]= € n(modN)]; o vetor
o=(o[n]),n=0;1;:::;N 1, € um vetor impar seln]= € n(modN)].

Com isso, os resultados a seguir podem ser demonstrados [14]

Lema 2.1
Todos os autovetores da DFT sdo vetores pares ou vetoreseBnp@s autovetores
pares tém como autovaldrou 1, e os autovetores impares tém como autoviatr
i
De modo mais especi co, tem-se:

Proposicao 2.2
Sejae=(€n]), n=0;1;:::;;N 1, um vetor par eE = (E[K]), k= 0;1;:::;;N 1, sua
DFT. Entdo,u = (u[n]), comu[n] = en] E[n],n= 0;1;:::;;N 1, € um autovetor da

DFT associado ao autovalorl.

Proposicéo 2.3
Sejao=(o[n]), n=0;1;:::;N 1, um vetor impar €O = (O[K]), k= 0;1;:::;N 1,
sua DFT. Entdou = (u[n]), comu[n]= o[n] iO[n], n=0;1;:::;N 1, € um autovetor

da DFT associado ao autovaloi.

Como um vetor pae com N componentes pode ser construido a partir de um vetor
arbitrariov = (v[n]) por meio degln] = v[n]+ v[ n(modN)], n= 0;1;:::;N 1, e, de
modo semelhante, um vetor impaicom N componentes pode ser construido a partir de
um vetor arbitrariov = (v[n]) por meio deg[n] = v[n] V[ n(modN)], n= 0;1;:::;N 1,
um autovetor da matriz da DFT associado a um autovalor espeggode ser construido,

a partir de um vetor arbitrario, empregando a Proposi¢ao 2.2 ou a 2.3.

Construcéo de Autovetores da DFT via Matrizes Geradoras

Uma estratégia mais especi ca para construir autovetoeesndtriz da DFT é em-
pregar as chamadas matrizes geradoras [7]. Este métodaenare destaque particular,
visto que, conforme mencionado na parte inicial destarthgd®, a principal contribuicao
deste trabalho é estender a referida técnica de construgdautvetores a certos tipos

de transformadas trigonométricas discretas. A propostaiste basicamente no seguinte:
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dado um autovetor da matriz da DFT relacionado a um autovalgt mostra-se como
obter uma matrizS, tal que o vetorv®= Spv seja também um autovetor da matriz da
DFT associado a um autovalbye;, os autovalores, e [ ,0 ndo sdo necessariamente iguais.

A construcdo de matrizes geradoras de autovetores da DFSidesal = F2 el = F4,

em que
0 1
0 0
0 0
J=RB: 0 1 (2.5)
0
0O 1 O 0

el € a matriz identidade; € necessaria, ainda, uma matqee satisfaca
JAJ = | A: (2.6)
A matriz geradoré&, associada a matria € dada por
Sa = | ¥°F AF+ A (2.7)

O principal resultado sobre a geracdo de autovetores da Diffegando matrizes

comoS, € enunciado a seguir.

Proposicéo 2.4
Sejav um autovetor da DFT com autovaldk,. Entdo,Spv € um autovetor da DFT

com autovalod 2/ .
2.2 Transformada discreta de Hartley

Nesta se¢do, sdo apresentados os principais resultadosmaldos a autoestrutura da
transformada discreta de Hartley (DHT, do ingtiiscrete Hartley transforjn Inicia-se

pela de nicdo dessa transformada, a qual € dada a seguir.

De nicdo 2.3 Transformada discreta de Hartley
A DHT de um vetorx = (x[n]), com componenteg[n]2 C, n= 0;1;:::;;N 1, é o0

vetor X = ( X[k]) com componentes
N 1

X[K] = plt a Xnjcas 2P K ; (2.8)
N n=0 N

k=0;1;:::;N 1, em quecag )= cogq )+ sern().
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Teorema 2.2  Transformada discreta de Hartley inversa
A DHT inversa do vetoK = ( X[K]), com componenteX[k]2 C, k= 0;1;:::;N 1, é
o vetorx = ( x[n]) com componentes

N 1

1 2
X = p— 3§ X[Klcas Pk ; (2.9)
N =0 N
n=20;1,::;N 1
Pode-se relacionar um vetore a sua DHTX por meio da equagao matricial
X = Hx; (2.10)
em que a entrada niésima linha e na-ésima coluna da matrid da DHT é dada por
2—pnk ; (2.11)
N
k;n=0;1;:::;N 1. Além disso, cabe observar que a DHT é uma involucao, iste €, a

H[k;n] = pl—Ncas

expressdes para calcular a transformada direta e a invarsadem. Equivalentemente,
tem-seH? = |I.

Autoestrutura da matriz da DHT

Os principais resultados a respeito da autoestrutura daizrndd DHT s&o enunciados
a seguir [42].

Proposicéo 2.5
Os autovalores da matriz da DHT s8oe 1. Suas multiplicidades séo listadas na
Tabela Tabela - 2.2 .

Tabela Tabela - 2.2 Multiplicidades dos autovalores da matriz da DHmM@E um ndmero inteiro).

N Mult. 1 | Mult. -1

am 2m+ 1 2m 1
4m+1 | 2m+1 2m
dm+ 2 | 2m+ 1 2m+ 1
4m+ 3 | 2m+ 2 2m+ 1

Proposicéo 2.6
Os autovetores da DHT com autovalbrcorrespondem aos autovetores da DFT com
autovaloresl e i; os autovetores da DHT com autovalod correspondem aos auto-
vetores da DFT com autovaloredl ei.



27

A ultima proposicéo indica que, utilizando alguma das aganas anteriormente apre-
sentadas, pode-se construir autovetores da DFT e, natardém esses serdo também
autovetores da DHT. Porém, autovetores da DHT podem setadiiente obtidos de veto-
res arbitrarios por meio do procedimento descrito a seguirconsiste numa contribuicdo

deste trabalho.

Proposicao 2.7
Sejav=(Vv[n]), n= 0;1;:::;N 1, um vetor arbitrario. Os vetores” = v+ Hv e 0
vetorv = v Hv sao autovetores da matriz da DHT com os autovaldres 1,

respectivamente.
Prova 2.1

Hv* = H(v+ Hv) = Hv+ H?v = v+ Hv = v*:
Um desenvolvimento analogo pode ser obtido para

Vale a pena ressaltar que o resultado da proposicao 2.7y@isdja de simples demons-
tracdo, ndo se encontra apresentado explicitamente emgd@¢ipal referéncia acerca da
autoestrutura da matriz da DHT. A sua prova depende, basintan do fato de a ma-
triz H ser involutiva. Isso permite, antecipadamente, a rmar guievetores das matrizes
da DCT e da DST dos tipos | e IV, que também s&o involugbes $eicides a seguir),
também podem ser construidos usando a Proposicéo 2.7 coes@ectivas matrizes de

transformacé&o substituindd.

2.3 Transformadas discretas do cosseno e do seno do tipo |

Nesta secdo, sdo apresentados os principais resultadommados as autoestruturas
das transformadas discretas do cosseno e do seno do tippdctigamente referidas como
DCT-I (do inglésdiscrete cosine transform of typé ¢ DST-I (do inglésdiscrete sine

transform of type ).

Denicdo 2.4  Transformada discreta do cosseno do tipo |

A DCT-I de um vetorx = ( x[n]), com componenteg[n]2 C, n=0;1;:::;;N 1, éo0
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vetor X = ( X[K]) com componentes

r— 0

2 Y kn

XK= =& Kniblnlcos W‘g :
n=0

k= 0;1;:::;N°% em que
8
2L n=0en= N°

blnj=_ 2
> L.
-1 caso contrario.

Teorema 2.3  Transformada discreta do cosseno do tipo | Inversa
A DCT-l inversa de um vetof = ( X[k]), com componenteX[k] 2 C, k= 0;1;:::;N,

€ o0 vetorx = ( X[n]) com componentes

r__

2 \° kn
x[n] = W)EOX[k]b[k]cos Wg ; (2.12)

n=0;1;::::NC

De nicdo 2.5 Transformada discreta do seno do tipo |
A DST-I de um vetox = ( x[n]), com componentegn]2 C, n= 0;1;::;;N 1, €0

vetor X = ( X[K]) com componentes
r__

N 1
X[K] = %é x[nlsen ‘% ; (2.13)
n=0

k=0:1:::;N 1.

Teorema 2.4  Transformada discreta do seno do tipo | inversa

A DST-l inversa de um vetot = ( X[K]), com componentes[k]2 C, k= 0;1;:::;N 1,
€ o0 vetorx = ( X[n]) com componentes
r__
2N 1 k
= < & Xiksen —P . (2.14)
N 2o N

n=20;1::;N 1
De forma analoga ao que se apresentou anteriormente pa@nafarmadas discretas de

Fourier e de Hartley, a relagcéo entre um vetor e a sua tranafta discreta do cosseno ou do

seno do tipo | também pode ser expressa por meio de uma equatr@mal. As matrizes
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da DCT-l e da DST-I sdo denotadas, respectivamente Qpa@ S, e tém suas entradas
dadas pelas expressdes apresentadas nas de nicOes dsferinalas correspondentes.
Assim como a DHT, a DCT-l e a DST-I também s&o involugbes. aDiessia, tem-se
C?=&=1.

Autoestruturas das matrizes da DCT-I e da DST-I

Em [43], sdo demonstradas algumas propriedades da auittnestda DCT-1 e da DST-

I. Os principais resultados desenvolvidos no referidaltralsdo revisados a seguir.

Proposicéo 2.8
Os autovalores da matriz daCT-| e da matriz daDST-1sdol e 1. Suas multiplici-

dades sao listadas na Tabela Tabela - 2.3 .

Tabela Tabela - 2.3  Multiplicidades dos autovalores das matrizes da DCT-I e d&TH.

N Mult. 1 | Mult. -1

i N+1 N 1
Impar = 5=
N N
Par 2 2

Proposicao 2.9

primento2N 2 da DFT, associado ao autovalor = 1. Entédo

P P T

ve, = VO], 2v[1];:::; 2v[N 2]vIN 1] (2.15)

€ um autovetor de comprimentd da DCT-I, associado ao autovalas, = 1.
Proposicéo 2.10
Sejav = (O;V[1;V{2];:::;VINL;0; V[Nl V[N 1]::::: v[1])T um autovetor impar de
comprimento2N + 2 da DFT, associado ao autovalos = i. Entdo
p_
vs = 2(V[1];v[2];: ::;v[N])T (2.16)

€ um autovetor de comprimentd da DST-I, associado ao autovalag = 1.

2.4 Transformadas discretas do cosseno e do seno do tipo IV

Nesta secdo, sdo apresentados os principais resultadommados as autoestruturas

das transformadas discretas do cosseno e do seno do tipespéctivamente referidas
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como DCT-IV (do inglédiscrete cosine transform of type)l¥ DST-1V (do inglésliscrete
sine transform of type IY As transformadas da DHT, a DCT-l e a DST-I tém suas
autoestruturas relacionadas a autoestrutura da DFT, e asstformadas da DCT-IV e a
DST-IV tém suas autoestruturas relacionadas a autoesauta DFT generalizada (GDFT,
do inglésgeneralized discrete Fourier transfprnPor este motivo, inicia-se esta secgao

apresentando a de ni¢do desta ultima transformada.

Denigdo 2.6  Transformada discreta de Fourier generalizada
A GDFT de um vetox = ( Xx[n]), com componenteg[n]2 C, n=0;1;:::;;N 1, éo0
vetor X = ( X[K]) com componentes
X[ = iE):LtNélx[n]vv’slm0;5)(k+0;5); (2.17)
N n=0
k=0;1;::;;N 1.

Teorema 2.5 Transformada discreta de Fourier generalizada inversa
A GDFT inversa de um veter= ( X[k]), com componenteX[k]2 C, k= 0;1;:::;N 1,
€ o0 vetorx = ( X[n]) com componentes
A= ph & X[ (70909, (2.18)
N =0
n=01::;;N 1

A matriz da GDFT € denotada p& e tem suas entradas dadas por
1 : ,
Glk:n] = p_vah(,”+Ov5)("+°'5); (2.19)

kin=0;1;:::;;N L
A seguir, sdo apresentadas as principais propriedadesiboslares e autovetores da
GDFT [44].

Proposicdo 2.11
Os autovalores da matriz da GDFT sBo 1, i e i. Suas multiplicidades séo listadas

na Tabela Tabela - 2.4 .

Proposicdo 2.12
Sejav um autovetor da GDFT. Se for par, seu autovalor associado secd i; sev

for impar, seu autovalor associado skcu 1.
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Tabela Tabela - 2.4  Multiplicidades dos autovalores da GDFM(é um ndmero inteiro).

N Mult. 1 | Mult. i | Mult. -1 | Mult. i
4m m m m m
dm+ 1 m m m m+ 1
m+2 | m+1l m m m+ 1
m+3 | m+1l m m+ 1 m+ 1

Uma das maneiras de construir autovetores da GDFT é caasitatrizes comutan-
tes comG, uma vez que duas matrizes que comutam tém pelo menos umMmtmwie
autovetores em comum [44]. Se a referida matriz comutangsypotodos os autovalores
distintos, esta possuird um conjunto Unico de autovetgas formar tal conjunto, basta
gue se tome um autovetor associado a cada autovalor. Comuoensio de cada auto-
espaco é unitaria, dois autovetores de um mesmo autoesga@ndapenas pelo produto
por um fator de escala. Considerar uma matriz comutante giengopriedade permite
estabelecer um critério para tratar a ambiguidade oriumdsedter in nitos conjuntos com-
pletos de autovetores d&: basta que se tome 0 conjunto Unico de autovetores da matriz
comutante como o conjunto completo em questdo. Isso at®rEe@ matriz comutante

for, por exemplo,

2 3
2cogw) 1 0 Dl 0 1
1 2cog3w) 1
0 1 2co0$5
S = . . co:$ w) ;
0 0 0 o0 2c04(2N  3)w) 1
1 0 0 T 1 2co%(2N 1L)w)
(2.20)

em quew = ( p=N). Detalhes sobre como construir autovetores da GDFT podem se

veri cados em [44].

De nigdo 2.7  Transformada discreta do cosseno do tipo IV
A DCT-IV de um vetox = ( x[n]), com componentegn]2 C, n=0;1;::;;N 1, é0

vetor X = ( X[K]) com componentes

ro_
N 1 . .
X[K] = %é_ x[n] cos p(n+ O,5|\)l(k+ 0.9 ;
n=0

(2.21)



32

k=0:1::::N 1.

Teorema 2.6  Transformada discreta do cosseno do tipo IV inversa
A DCT-IV inversa de um vetot = ( X[K]), com componentes[k]2 C, k= 0;1;:::;N
1, é o vetorx = ( x[n]) com componentes

p(n+ 0;5)(k+ 0;5)
N

x[n] = %Nélxuq cos (2.22)

k=0
n=0:1::::N 1.

De nicdo 2.8 Transformada discreta do seno do tipo IV
A DST-IV de um vetox = ( x[n]), com componentegn] 2 C, n= 0;1;::;;N 1, éo0

vetor X = ( X[k]) com componentes

ro_
X[K] = %Né_lx[n]sen (p(n+ O;Z)(k+ 0:5) ; (2.23)
n=0

k=0:1:::;N 1.

Teorema 2.7  Transformada discreta do seno do tipo IV inversa
A DST-IV inversa de um vetot = ( X[K]), com componenteX[k]2 C, k= 0;1;:::;N

1, é o vetorx = ( x[n]) com componentes
r__

2 No 1
x[n] = N a X[k]sen
n=0

(p(n+ 0;5)(k+ 0;5)
N ;

(2.24)
n=0:1::::N 1.

De forma analoga ao que se apresentou anteriormente pararesarmadas discretas
de Fourier, de Hartley, do cosseno e do seno do tipo |, a cetagée um vetor e a sua
transformada discreta do cosseno ou do seno do tipo IV tanguéla ser expressa por
meio de uma equacao matricial. As matrizes da DCT-IV e da IVS3ao denotadas,
respectivamente, pat)y e Sy, e tém suas entradas dadas pelas expressdes apresentadas
nas de nigdes das transformadas correspondentes. Assima®HT, a DCT-l e a DST-,
a DCT-IV e a DST-IV também séo involugdes. Dessa forma, eée@gs= S, = |
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Autoestrutura da matrizes da DCT-1V e da DST-IV

Nesta secado, sado apresentadas algumas propriedadesamesrtias autoestruturas da
DCT-IV e da DST-IV.

Proposicdo 2.13
Os autovalores da matriz da DCT-IV e da matriz da DST-1VIs&o 1. Suas multi-

plicidades séo listadas na Tabela Tabela - 2.5 .

Tabela Tabela - 2.5  Multiplicidades dos autovalores da matriz da DCT-IV e da matda DST-IV.

N Mult. 1 | Mult. -1

2m m m
2Zm+ 1| m+1 m
Proposigéo 2.14
Sejav um vetor impar, de nido come = (V[0];:::;;vIN  1]; VN 1];:::; Vo).

V.
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3 Construgdo de Autovetores de Transformadas Trigonométrica s Discretas Baseada em Matrizes
Geradoras

Neste capitulo, é apresentada a principal contribuicatadiissertacdo: um método
baseado em matrizes geradoras para construcdo de autw/etertransformadas trigo-
nométricas discretas. As transformadas contempladasmélodo sédo a transformada
discreta de Hartley e as transformadas discretas do cosseivoseno dos tipos | e IV.
Conforme previamente indicado em capitulos anteriorée ttabalho, o que basicamente
se propde € um método para construir uma maxiztal que, dado um autovetarde uma
das transformadas mencionadas, associado ao autdyalobtém-se um outro autovetor
vO= Sav da mesma transformada, associado a um autovagrossivelmente diferente de
[y.

Comparando o método proposto com o0 método corresponderdegpeacao de auto-
vetores da transformada discreta de Fourier [7], a prihdigéincdo é que a matria, a
qual origina a matriS, geradora de autovetores das transformadas trigonomstnicn
possui restricdes como aquela dada em (2.6). Isso signieargp presente caso, todas
asN? entradas deA podem ser escolhidas independentemente, ndo sendo necessa
peitar certas condi¢cdes de simetria requeridas quandordgagede autovetores da DFT.
Tal possibilidade é particularmente importante quando jetivo € utilizar essas entra-
das como componentes de uma chave-secreta em esquemagréargats baseados nessas
transformadas, pois o tamanho da chave é incrementado.

Ainda neste capitulo, sdo propostos procedimentos sista®dara obter conjuntos de
autovetores de uma transformada trigonomeétrica espeproduzidos por meio do método
proposto. Tal caracterizacdo tem o propoésito de atendepadicfes necessérias para que
os referidos conjuntos formem bases a serem empregadasgoaalizacdo das matrizes
das transformadas correspondentes. As expansdes egpebtrdas sdo, entdo, utilizadas
para de nir versdes fracionarias das respectivas tranaftas. Por m, sdo indicadas
estratégias para que tais versoes fracionarias sejanseapadas por operadores matriciais

com componentes reais.
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3.1 Matrizes geradoras de autovetores de transformadas trig onométricas discretas

SejaM uma matriz correspondente a matriz de transformacéo da D&LiHV, da DST-
| ou -IV, ou da DHT. Conforme indicado no Capitulo 2, cada uessak transformadas
corresponde a uma involucéo, isto &, o calculo da transfiardaeta e o da inversa sao

realizados empregando a mesma expressdo. Equivalergemede-se escrever
M1iI=M ou M?2=1I; (3.1)

A propriedade 3.1 € empregada na demonstracédo da propassgiuir, a qual constitui o
principal resultado deste capitulo.

Proposicdo 3.1
SejaA uma matrizN N ev um autovetor d&M com o autovalof . Entdo,v0= Sav,

em queS, é a matriz geradora dada por
Sp= MAM +A;

€ um autovetor dé/ com autovalor | .

Prova 3.1

Considerand®, = MAM + A, obtém-se o seguinte desenvolvimento:

MSav= M( MAM + A)v
= AMv + MAv:

ComoMv = | v, tem-se, da Ultima expressao:

= Al v+ MAM %y
= Alv+ MAMIv
= [ (A MAM)v
= 1 (Sav)
= 0
Um desenvolvimento similar pode ser obtido se consifgrarMAM + A.

Da Proposicéo 3.1, considerando as transformadas paraa#s @piiinicos autovalores

possiveis sadé e 1, conclui-se que h& duas possibilidades para geracdo de won no
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autovetor a partir de um autovetor dado: a primeira congsteconstruir a matriz geradora
Sa = MAM + A e, dado um autovetor com o autovalor 1, obter o autoveton®= Spv
com o mesmo autovalor 1; a segunda consiste em construir a matriz gera®ara

MAM + A e, dado um autovetor com o autovalor 1, obter o autoveton®= Sav com
o autovalor 1. O uso recursivo de uma ou de outra possibilidade permit¢eagio de
conjuntos de autovetores, conforme explicado a seguir.

Pode-se construir um conjunfo/;gr=0:1:::n 1 cOm N autovetores dévl escolhendo

uma matrizA, a partir da qual se obtenh&,, um autovetor de partid&g e calculando,
parar = 1;2;:::;;N 1,

Vr = SaVr 1t (3.2)

Se utilizarSy = MAM + A, sdo criados autovetores cujos autovalores assoclaglosl
se alternam. Assim, abre-se uma possibilidade para queaegseetores formem uma base

deRN; para isso, a condic&o fornecida a seguir é necessaria.

Proposicéo 3.2
Se o conjuntd v;gr=0:1::N 1 for linearmente independente, entéo o polindmio minimo
de Sp possui grawN.

DemonstracdoO conjuntof vigr=o,1.=Nn 1 € linearmente independente se, e somente se,
CoVo+ C1vi+ +Cy 1vn 1=0

CoVo+ C1SaVo+ + CN 18’:\ 1V() =0

Col + ¢1Sa + + CN 1521\ =0

gue o grau minimo de um polinbmio que posSyaomo raiz é\.

Como a condicdo dada na Proposicao 3.2 € apenas necessdtiagae ela seja sa-
matriz geradora e um autovetor, sua possivel independimeé precisa ser veri cada.
De qualquer forma, para as transformadas trigopnométricegedas em questdo, exceto

para a DHT de comprimentdl = 4m!, a construcdo de uma base p&&, formada por

1Este caso sera tratado separadamente.
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autovetores obtidos por meio de matrizes geradoras, podeadzada conforme 0s passos

a sequir.

1. Construa um autovetarp com o autovalofl da transformada trigonométrica discreta
escolhida usando algum método descrito no Capitulo 2. Rateasformadas que
correspondem a uma involugéo, isso pode ser feito usandipadryao 2.7.

2. Escolha uma matriz arbitrar®, com dimensabdl N, para criagdo da matriz geradora
Sa= MAM + A (Proposigéo 3.1);

3. Obtenha, para = 1;2;3;:::;N 1, os autovetores

Vr = SaVr 1 (3.3)

.....

4. Se o conjunto gerado no passo anterior for LI e se se desgiagle seja também
ortogonal, aplique algum processo de ortogonalizaca@(witmho de Gram-Schmidt,
por exemplo); o referido processo pode ser aplicado emadepar subconjuntos

contendo todos os autovetores associados a um mesmo autoMarmalizando os

e que corresponde a uma base ortonormal pata

A seguir, sdo apresentados exemplos de construcdo de dresadds por autovetores

das transformadas trigopnométricas discretas considerada

Exemplo 3.1
Construcdo de uma base pak& formada por autovetores da matriz da DCT-I: seja

um vetor8-dimensional arbitrario dado por

u= 0;9362 0;2333 Q4641 0;7027 Q6332 0;,9088 0;7817 Q3529

Utilizando um procedimento como aquele descrito na Projo<.7, gera-se o auto-

vetorvg = u+ Cyju da DCT-I, associado ao autovalbe dado por

Vo= 1,6702 0;1577 0;,0083 1;3407 Q7245 2;3856 0;6533 08249

Para obter a matriz geradora de autovetores da DCT-I, cOns& de forma arbitraria
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a matrizA, de tamanha8 8, dada por

0
0;9489 0,9736  0;4544  0;3295 Q0679  0;2498  0;8748 Q9705

1
0;7768 09620 0;6114 02044 05858 06756 Q4005 0;0343
0;1763  0;2625  0;,9160 Q0642 0,9876  0;0555 01883 03082
0;0149 08987 00256 Q4043 05459 0;1717  0;9302 01126
0;1182  0;4902 09053 Q7073 00,1234 0;6239 09249  0;2368
0;8040 03472 00,0104 0;6259 0;8381  0;0493 02640 Q7560
0;1266  0,6850  0;4423 06897 09483  0;9249 06235 00280
0;9571 0;6627  0,1428 04821  0,0417 02062  0;8980 03136

Utilizando a Proposigéo 3.1, encontra-se a matriz geraderautovetoresSy, dada
por

1,0735 1;5333 0;6160 0;9564 08229 0;3813  1;2044 Q4783
0;9632 Q7005 0;5059 07199 01760 Q0934 01240  0;9913
0;8703  1,5091 1;6977 02254 0;6976 0;7018 Q1867  0;1927
0;3192 Q7707 08052 01530 03011 0;1935 0;6583 08524
0;0091 0;319 0;7193 01300 0;0308 1,;3042 13053  0;2030
0;,4594 06246 Q0817  0;3599 Q0015 0;8532 06040 Q7428
1,3728  0;9462 02513 Q2725 Q7446  0,9931 20282  0;6929
1,5467 1,3789 0;4308 0;3564 Q4847 10845 0;9654 13051

SA:

Os autovetore$v,gr=1:::n 1 S0 construidos a partir dig e Sy conforme descrito no
passo 3 do procedimento que se acabou de apresentar. Ursswaleeortogonalizacéo
de Gram-Schmidt é entdo aplicado ao conjuntgdr=o:::n 1. Se nenhum vetor tiver
sido anulado (como ocorre neste exemplo), o conjunto eedaltapos a normalizacéo

.....

Esses vetores sdo apresentados nas linhas da matriz

° 0;5224 Q5441 0;3655 Q3969 0;2227 02032 0;1574 Q1554 ’
0;3253 0;4942 0;2529 Q1830 0;4182 03169 0;3967 03457
06178 Q4814 Q3795 (04183 Q1116 01954 Q0087 Q1288
VT = 0;4879 0;3285 Q6757 02761 Q1286 02385 0;0554 02109
0;5517 Q2206 0;4229 Q3954 0;5333 Q1379 0,0862 Q0275
0;1281 Q3982 0;1629 Q4476 Q6378 0;2179 03531 0;1377
0;1595 Q0153 0,0726 Q2742 Q2881 02736 0;8063  0;2927
0;2538 0;0593 0;4068 0;4269 Q3970 05863 Q0807 02760
Exemplo 3.2

Construcéo de uma base p&& formada por autovetores da matriz da DST-I: seja

um vetor8-dimensional arbitrario dado por

u= 0;8385 Q6785 09244 0;6528 Q6146 0;1355 (8641 0;2469
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Utilizando um procedimento como aquele descrito na Projo<.7, gera-se o auto-

vetorvg = u+ Su da DST-I, associado ao autovalbe dado por

Vo= 0;2416 Q6415 11267 1,0060 0;4715 0,8187 Q1472 Q7350

Usando a mesma matr&k do Exemplo (3.1), encontra-se, a partir da Proposicao 3.1,

a matriz geradora

0 1
1,4220 1,2630 0;6083  0;5880 08307 02436  0;2848  0;2005

0;3737  0,2507 05864 Q1814 02723 14360  0;4415 04802
0;3810 06704 12540 0;8655 03115 01361 06478 Q7825
0;1874  1,2640  0;3617 01479 11390 0;6982  0;4628 02129
1,0970 0;0563  2,1250 0;0410 08004 Q1811 Q1807 Q0030
0;2883  1,0590 Q0693 0;3043 12610 0;1239 05483  0;3099
0;9420 0,2633 05176 10260 02594 Q7184 02626 03573
1,1430 1;6710 00528 13040 0;1919 16440 1;3530 0;6479

SA =

A base ortonormal obtida, aplicando o procedimento desanteriormente, € formada
pelos autovetores da DST-I apresentados nas linhas dazmatri

° 0,1476 Q2166 06414 0;5873 0,3766 0;0703 0;0308 0;1647 :
0;,3883 0;0432 02209 02512 Q1174 0;3030 Q7929  0;0321
0,0493 Q4462 Q4776 06940 00283 Q1771 0;2342  0;0393
VT = 02117 0;2259 Q1847 0;1001 Q1198 08504 Q1835 (02978
07222 Q4942 0;4289 0;0391 0;1329 Q0660 0;1470 Q0699
04166 0;3478 03016 00088 Q4952 0;3012 0;4843 02090
02095 0;5343 0;0099 03082 0,7397 0;0528 0;1338 Q0863
0;,2025 Q2240 Q0487 0;0590 0;1380 0;2253 Q0876 Q9085
Exemplo 3.3

Construcdo de uma base pa&é& formada por autovetores da matriz da DCT-IV: seja

u um vetor8-dimensional arbitrario dado por

u= 0;8738 0;4453 0;3588 Q9020 0;5274 Q9961 Q2202 Q1955

Utilizando um procedimento como aquele descrito na Projo<.7, gera-se o auto-

vetorvg = u+ Cjyu da DCT-IV, associado ao autovalbe dado por

Vo= 1,2223 1,6115 0;5107 Q6082 0;4306 15909 0;3626 0;7884

Usando a mesma matriz aleatéAados exemplos anteriores, obtém-se a matriz gera-
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dora
0 1
0:0796 0;6966 0;7841 0;6924 Q4605 Q3655 10910 1;2810
0;5382 0;6313 0;3664 0;7002 Q0881 Q1312 0;8323 Q7827
14810 20180 05732 0;0187 1;0300 1;5970 0;4684 0;3178
. 0;3317 16430 0;2132 Q2124 Q9067 0;4027 0;1469  1;4990
) =

0;0564 08098 Q0013  1,0650 11730 Q7640 14380 0;5174
0;0942  1,0090 05846 13630 0;4035  1,0590 07311 0;6166
0;7692  1,0760 Q0726  1,0090  0;9032 09302 13560 00206
0;4724 03233  2;1130 17630 14450 0;6230 00,9481  0;3981

Procedendo de forma analoga aos exemplos anteriores,-sbt@ma base ortonormal

formada pelos autovetores da DCT-IV apresentados nas ladnanatriz

0 1
0;4936 Q1779 Q7859 0;0623 0;1622  0;1829 00028 02080

0;7668  0;4929 0,3234 01403 Q1842 Q0575 Q0617 Q0595
0;1251  0;0352 02023 Q0676  0;2679 05257 01124  0;7594
0;0951  0;1840 03132 0;2017 06888 03125 0;4944  0;0415

vT =
0;0068 Q2106 Q1049 Q5982 04959 0;4114 Q2064  0;3589
0;3534 0;7339 Q3197 Q3972 0;2341 0;0964 00146 Q1100
0;1325 0;2047 Q1546 04175 02933 Q0509 Q8073 Q0429
0;0313 02556 Q0380 Q4910 Q0812 Q6387 Q2109 Q4815
Exemplo 3.4

Construcdo de uma base pdaR& formada por autovetores da matriz da DST-IV: seja

u um vetor8-dimensional arbitrario dado por

u= 06071 0;9221 Q1596 0;3290 Q3591 0;7413 0;2932 Q9285

Utilizando um procedimento como aquele descrito na Proio<.7, gera-se o auto-

vetorvg = u+ Syu da DST-IV, associado ao autovalbe dado por

Vo= 0;5699 1,486 Q4520 1,2030 10260 0;8295 0;0595 20700

Usando a mesma matriz ateatoAados exemplos anteriores, obtém-se a matriz gera-
dora

0 0;5083  0,7706 00238  0,0705 09196  1,0970 10180 0;6396 !
0;2786 Q0887 0;5318 1;1320 0;6628  0;2208 Q5677 Q9786
1,7920 12200 11,3220 02806 1;3370 0;7826  0;4863 00329
Sy = 1,3260 09446 00105 05803 10220 0;4554 0;4228  1,4250 :
0,4977 08769 06607  0;8599 03519 09595 18460 0;3861
0;1984  0,;6559 Q9807 11700 12470 02796 10830 0;3016

0;2198  1,1080 13550 09585 0;6962  0;5058 08699  0;2045
0;,1903 01117 ;4390 0;3474 02226 0;9638 0;0787  0;3395
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Procedendo de forma analoga aos exemplos anteriores,-sbtéma base ortonormal

formada pelos autovetores da DST-IV apresentados nas ldehanatriz

0
0;2601  0,6022 03124  0;4006 002837 0;1778 Q4065 0;3375

1
0;7593 0;3485 00,2379 0;0252  0;28980 01464 03399 01544
0;1661 01243 Q0773 01191 0;89250 0;3695 00,0130 0;0596
0;3009 05598 01527 04222  0;06734 02022 Q0975  0;5828 ¢
0;1049 03655 0;0311 03454 Q17790 0;1972 08108 00851 &
0;0628 Q0975 Q7880 0;0739  0;09641 02941 Q0650 Q5101
0;4553  0,0706 04219 03911 023700 0;5376 0;2156  0;2554
0;1242  0,1978 01292 Q6071  0;13080 05961 Q0384  0;4316

O procedimento para obtencéo de bases ortonormaRNérmadas por autovetores
de matrizes de transformadas trigopnométricas antericenéescrito e ilustrado por meio
dos Exemplos 3.1 a 3.5 também funciona para a DHT com comyostd 6 4m. Porém,
seN = 4m, as multiplicidades dos autovalores da matriz da DHT difessn duas unidades
(vide Tabela Tabela - 2.2 ). Como, pelo método proposto, \&itwes associados aos
autovaloresl e 1 s&o gerados de forma alternada, na tentativa de obter uma, bers

se-ia que proceder da seguinte forma:

1. Construir um autovetor inicialg da DHT, associado ao autovalby e uma matriz
geradoraSp = HAH + A;

.....

O fato € que o conjunto mencionado no passo 3 acima, embosagirs+ 1e2m 1
autovetores associados aos autovaléres 1, respectivamente, € linearmente dependente
(LD). Isso se explica pelo fato de o conjunto obtido no pasgoepossuN + 1 autovetores,
ser, obviamente, LD e de tal condicdo ndo ser modi cada psdcadte realizado no passo
3.

Diante da restricdo descrita, S80 propostos 0s passos & paga construcdo de uma

base par®RN, N = 4m, formada por autovetores da matriz da DHT:

1. Construa autovetores iniciaiy e v, da DHT associados aos autovalofies 1,

respectivamente (isso pode ser feito usando a Proposi¢§o 2.
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2. Escolha uma matriz arbitrar®, com dimensabdl N, para criagdo da matriz geradora
Sa = HAH + A (Proposicédo 3.1). Conforme indicado anteriormente, zaatlo o
produto entre a matriS, construida dessa forma e um autovetor, gera-se um novo

autovetor associado ao mesmo autovalor;

3. Obtenha, para = 1;2;3;:::;2m, os autovetores

Vi = SaV; (3.4)

r=1,2:3;:::;2m 2, 0s autovetores

Vi =SV, 4 (3.5)

.....

4. Se os conjuntos gerados no passo anterior forem LI e sesejardgue eles sejam
também ortogonais, aplique algum processo de ortogogatiZa algoritmo de Gram-

Schmidt, por exemplo) a cada um deles. Normalizando osegetesultantes, sdo

..........

.....

O procedimento que se acabou de descrever pode, naturalnsemtadaptado para
a obtencdo de bases formadas por autovetores de outragomraaslas trigonométricas e
com comprimentoBl 6 4m. Basta observar que a ideia consiste, basicamente, emegerar
separado 0s autovetores associados a cada um dos autevalesse contexto, é relevante
mencionar que, no passo 2 do referido procedimento, em vee dmpregar a mesma
matriz geradora para obter os autovetores de cada autoespeatrizes geradoras distintas

podem ser usadas.

Exemplo 3.5
Construcdo de uma base pd&R& formada por autovetores da matriz da DHT: saja

um vetor8-dimensional arbitrario dado por

u= 0;8593 (08663 Q4377 0;5928 Q4304 Q7022 Q8615 Q3747

Utilizando a Proposicdo 2.7, gera-se o autovefpe u+ Hu da DHT, associado ao
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autovalorl e dado por

+

Vo = 2,252 (09501 1066 0;7752 Q8684 06219 Q2264 11599 ;
e 0 autovetov, = u Hu da DHT, associado ao autovalod e dado por

Vo = 0;5334 Q7824 0;1906 0;4105 0;0074 Q7824 14966 0;4105

Usando a mesma matriz aleatéAados exemplos anteriores, obtém-se a matriz gera-

dora
1

1,7260 1,426  0;7793  0;0137 12410 0,8070 10300 0;4686
0;3117 Q1671 06207 0;8462 0;3379 0;6976 04879 12460
1,1060 0;3151 0;9119 0;8074 02920 0;7134  0;5039 Q4850
0;9244  0;2898 14190 0;0958 Q0048 00,2892  1;3840  1;3080
0;1502 0;4838 0;,4858 1;0760 07625 Q0789  0;2863 04884
0;0292  0;5989 Q4546 13760 02417  0;6041 10340 0;6413
1,2810 1,555 17170 Q1777 06381  0;6675 08679  0;6555
0;3092 1,1510 11,6830 Q7719 09158 0;,2023 0;2322  0;9466

Seguindo os ultimos passos apresentados, obtém-se umartoeemal formada pelos

autovetores da DHT apresentados nas linhas da matriz
0 1
06764 03341 Q3119 04844 Q3071 00593 0;0263 0;0140

0;4235 03184 02618  0;1980 Q7035 0;3142 Q0498 01234
0;2250 0;0549 0;3922  0;3040 04034 03227 05038 0;4234
0;3687 05149  0;5460 05318  0;0504 Q0949 Q0385 0;0688
0;4073 01523 0;5086 0;2373 0;0366 0;6399  0,0208 02907
0;0361 0;,6510 0;3024 03863 Q4738 0;0069  0;2607 02038
0;0947  0;2639 Q1789 03794 0;1381 0;4719 Q7007 0;1118
0;0123  0;0449 Q0025 00345 00202 0;3901 0:4266 0;8136

VT =

3.2 Transformadas trigonométricas fracionarias discretas

Conforme mencionado no capitulo inicial desta dissertd@tsformadas fracionarias
correspondem a uma generalizagdo da transformada oeds@respondente, em que se
admite calcular poténcias nao-inteiras do respectivoaojperde transformacdo. Quando
se trata de uma transformada discreta, tal operador pode)gaesso por meio de uma
matriz; assumindo que a referida matriz, denotada aquiMpoé diagonalizavel, ela pode
ser expandida como

M=VaV'; (3.6)
em queV é uma matriz contendo em suas colunas uma base ortonormataletores de

M, VT denota a matri2V transposta e é uma matriz diagonal contendo os autovalores
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correspondentes a cada autovetor empregado na constricd dCom isso, pode-se
escrever
M2= vmeVT; (3.7)
em quea?2 R é um parametro identicado como ordem fracionaria. A trarmefda
fracionaria de um vetax associada a matri¥ com ordem fracionéaria € denotada por
Xa € calculada por
Xa= M2x: (3.8)

Dentre as propriedades desejaveis para uma transformeadanidria discreta, as mais
importantes sdo a de reducdo a respectiva transformadaadaliguandoa= 1 e a de

aditividade de indices, que consiste, basicamente, emn se te
M2t = Mama; (3.9)

em queas;a, 2 R. Assumindo a validade da propriedade de aditividade deegndara a
transformada fracionaria associada ao operaiptem-se que a transformada inversa de
Xa € calculada por

x=M 2Xa: (3.10)

Uma verséo bidimensional de uma transformada fraciondniteao uso de duas or-
dens fracionérias, impostas a matrizes de transformagiodanensdes coerentes com as
dimensdes da matriz que se deseja transformar; a transfarfnacionaria bidimensional

de uma matrizx é expressa por
Xayap = MPX (M) T; (3.11)

em quea;;az 2 R séo as ordens fracionarias das transformadas aplicadpsctigamente,
as colunas e as linhas d@eNaturalmentea; e a, podem coincidir e, se for uma matriz
quadradaM1 e M, também podem ser iguais. As propriedades anteriormenteionaadas

também podem ser estendidas ao contexto de duas dimensoes.

Transformadas fracionarias multiordem

Em trabalhos recentes, tém sido propostas transformaaesfrarias multiordem. Como

o proprio termo sugere, numa transformada desse tipo,ptagtordens fracionarias sdo em-
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an2R,n=0;1;:::;N 1, com elementos independentes, em substituicdo a cadeR.

Assim, em (3.7)m? é substituida por
0 1
I 0

0o I
m= : Do : (3.12)

o

e, consequentemente, tem-se
VEERV VAR (3.13)
Em geral, as seguintes propriedades sdo validas para umfotraada fracionaria mul-

tiordem [45]:

1. Sea=(a;a;:::;a), a transformada fracionaria multiordem degenera-se parana-
formada fracionaria correspondente, a qual pode ser \osta ¢im caso particular da
primeira;

2. Uma transformada fracionaria multiordem cuja matrizsposlimensaddN N pode
ter até N diferentes ordens fracionarias. A transformada frac@re@rrespondente

possui ordem fracionaria Unica;

3. A complexidade computacional de uma transformada frag@ e a de sua versao

multiordem coincidem.
Além disso, as seguintes propriedades sao desejaveis [45]:
1. Unitariedade:
MHTM3 = veevT T oveevT ve avT T oveavT =wT=; (3.14)
em queH denota o operador conjugado transposto.
2. Matriz identidade: sa= 0=(0;0;:::;0), entioM?@= vmoVT = W T = |,
3. Transformada ordinéria: se= 1=(1;1;:::;1) , entioM2@= ValVT = vavT = M.

4. Aditividade: sea; e ap sdo dois vetores com 0 mesmo numero de multiplas ordens

fracionarias, entdo

M3 M®2=(vetvT)(veRyvT) = vedtyT = yata: (3.15)
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5. Comutatividade:

M& M% = vetteyT = ygerayT = & Ma. (3.16)

6. Transformada inversa: a matriz da transformada fraciamaultiordem inversa com
parametroa é dada po(M?3) =M 2

7. Periodicidade da ordemn se for o menor inteiro positivo tal quel = I, entdo
Matk = M2 em quek?2 Z.

Naturalmente, as bases ortonormais formadas por aut@sete transformadas trigo-
nomeétricas discretas obtidas empregando os procedimgripsstos na Sec¢édo 3.1 podem
ser utilizadas na expansao dos respectivos operadordsiamtcomo em (3.6)) e, con-
sequentemente, em sua fracionarizacdo simples (como & ¢B.com multiplas ordens
(como em (3.13)). E essa a possibilidade que se consideéeapieso em diante. Assim,
de modo distinto do que tem sido proposto noutros traballao#tetatura, pode-se de nir
versdes fracionarias da DHT, da DCT-I, da DST-I, da DCT-NaeD&T-IV que, além
da(s) ordem(ns) fracionaria(s) especi cada(s), dependasescolhas que se faz com rela-
cao aos autovetores iniciais e a matriz geradora. Detadit@sionados ao numero total de

parametros livres em tais de ni¢cdes serdo abordados emasségiras desta dissertacao.

Transformadas fracionarias multiordem reais

Diferentemente da DFT, que pode originar resultados conpoaentes complexas, as
transformadas consideradas neste trabalho sdo todas Iesosse re ete nas autoestruturas
dos respectivos operadores: 0s autovetores e 0s autevdawdransformadas trigonomé-
tricas discretas séo todos reais. Por outro lado, vers@emirarias dessas transformadas
podem ser complexas; para con rmar tal possibilidade,ababservar que o autovalor

1, que necessariamente gura ao longo da diagonad, o ser elevado a um numero
nao-inteiro (ordem fracionaria), resulta num nimero cexml O aparecimento de tais
ndameros quando da aplicacdo de uma DFT fracionaria a um eetanatriz real envolve
maior complexidade aritmética e, além disso, é indesegavaleterminados cenarios de
aplicacao (processamento e cifragem de imagem, por eXddgjoDiante disso, tém sido
investigadas estratégias para de nir transformadasdrgeias (multiordem ou com ordem
anica) cujas matrizes sejam reais [41, 46, 47].

Pelo método proposto em [46], uma matriz real com dimensdesl, N par, para a



47

DCT com ordem fracionaria pode ser obtida por
C*=V Gy,(q(@) Ga.(h(@) VT (3.17)

em queGy, _,(q(a)) e Gy, _,(h(a)) sdo matrizes bloco-diagonais com dimens&es N=2

os referidos blocos sdo denotados, respectivament&g(a)) e G,(h(a)) e dados por
0 1

cofq(a)) ser(q(a)) A

Gi(g(a) = @ (3.18)
! ser(q(a)) cogq(a))
e 0 1
Gah(ay= @ OXN@  serlh(@) . (3.19)

ser(h(a)) cogh(a))
em queq(a) = 2ap e h(a) = ap; o simbolo representa uma soma direta, de modo que
o termo Gy, (q(a)) Go,,(h(a)) em (3.17), que substitui a matrw?, & dado por
0 1

G1,,(a(@) Gay(h(a)= @ Z={9) 0,

(3.20)
0 Gz, (h(a))

A matrizV, por sua vez, tem como subls2+ 1 primeiras colunas autovetores da matriz da
DCT associados ao autovalbe como suabl=2 1 dltimas colunas autovetores associados
ao autovalor 1.

Em [41], é proposta uma DHT fracionaria multiordem e reah pacaso em qubl =

4m+ 1. A matriz da referida transformada € expressa por

He9 = vmSoVT: (3.21)

componentes reais e independentes. A mafrié preenchida da primeira até(@N +
1)=2)-ésima coluna com autovetores relacionados ao autoijat@s demais colunas, sdo
colocados autovetores relacionados ao autovalorA transformada multiordem de nida
dessa forma possui todas as propriedades mencionadasam3S2d e permite escolher
(N 1) ordens correspondentes as componentes dos vetergsA matriz de autovalores

é dada por
0
lem(E) 0 0

me9= o 1 0
0 0 Wy, (€

>0

(3.22)
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em que
O cotater)  sertqler) o o o !
serfgler)  codaler)
o cofq(er))  ser(q(ep) 0 o
Wy, (9= sertaler)  coda(e2)

0 0 - 0
cogq(exm)) ser(q(ezm))
ser(q(exm))  cogq(exm)

0 0 0

cogq(91)) ser(q(91))
ser(q(91))  coq(gy))

0

0 0 0

cogq(gp))  ser(q(g2)
ser(q(g2))  cogq(gp))

0 0
W2, (9= .

0 0 E 0
co{q(g2m)  ser(a(gzm))
sen(q(gom))  cogq(gam)

0 0 0

Considerando a estrutura das matrixt's, (€) e W, (9), veri ca-se que, em relagéo a
de nicao original de transformadas fracionarias mulgandcada par de autovalores iguais,
posicionados de forma sucessiva ao longo da diagonal dia majue seriam elevados a
expoentes fracionarios componentes do vataE substituido pelo operador matricial de
rotacdo no plano; a excecao é o autovalor na pogigée 1;2m+ 1), que € igual 4 e que
permanece inalterado, ndo sendo elevado a qualquer pasamesubstituido por outro
operador. De qualquer maneira, pela forma como os autegesdio construidos em [41],
tal estratégia se limita ao cadd= 4m+ 1.

Diferentemente do método para construcéo de autovetorBa{aconsiderado em [41],
0 método proposto neste trabalho e descrito em detalhes &np8&tmite obter bases de
RN formadas por autovetores da DHT para qualoNerAssim, torna-se possivel construir
matrizes reais com formato semelhante am®&em (3.22), respeitando, naturalmente,
as multiplicidades dos autovaloreg 1 conforme apresentado na Tabela Tabela - 2.2 .
Para a DHT de tamanh® = 4m+ 2, por exemplo, pode ser empregada a maiff¥z seja

dada por
0 1

Wy, (9 0 0 0

: 0 1 0 0
o9 = ; (3.23)

0 0 Wy, (9 O

0 0 0 1
para a DHT de tamanhdl = 4m+ 3, propde-se que a matn#9 seja dada por
lemz(E) 0 0

o=l 0 W@ 0% (3.24)
0 0 1
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nalmente, para a DHT de tamanhiN = 4m, propGe-se que a matrw? seja dada por
0 1

o= @ Va0 p (3.25)
0 W2,, »(9)

Transformadas fracionarias de Hartley discretas, mdéiore reais, com operador dado
pela expansao espectral (3.21), empregando as matrizas tlmgonaim®? propostas para
N 6 4m+ 1, também satisfazem as propriedades listadas na Secéo Blem disso, trans-
formadas do cosseno e do seno dos tipos | e IV com 0s mesmisgaggambém podem
ser construidas de forma anéaloga; para isso, é su cientstraanbases d&®N formadas
por autovetores dessas transformadas, aplicando os pram#ds anteriormente descritos,
e respeitar as respectivas multiplicidades dos autosdlaee 1, para determinado valor

de N, na construcdo das matrize§9.
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4 Aplicacéo a Cifragem de Imagens

Neste capitulo, é apresentada uma aplicacdo dos proceddsmetroduzidos no Capi-
tulo 3 desta dissertacdo. Mais especi camente, é propast@sgquema para cifragem de
imagens baseado numa DHT fracionaria multiordem real. [deementacéo do referido es-
guema, poderiam ser utilizadas versdes fracionariasrdddrenadas como a DCT-I, DST-I,
DCT-IV e a DST-IV, também consideradas anteriormente. rRpo®mo, conceitualmente,
a simples substituicdo da DHT por uma verséao equivalentendedessas outras ferramen-
tas ndo representaria uma mudanca relevante no esquemaomade neste trabalho, o
uso apenas da primeira € de fato considerado.

A principal motivagéo para considerar a aplicacdo que ét¢enteal do presente capitulo
vem do fato de que, nas ultimas décadas, o emprego de tnawasfas fracionarias em
cifragem de imagens tem sido bastante difundido e docush@nmam grande numero
de publicacbes. Tal possibilidade advéem, basicamenteledtordedade que pode estar
envolvida na construcdo de bases de autovetores da DFbremnindicado, por exemplo,
em [39]. Isso também se veri ca para outras transformadasedas que admitem in nitas
escolhas para bases formadas por seus autovetores, em fieng@d respectivas matrizes
de transformacédo possuirem autovalores repetidos (vigidu@a?2).

O esquema de cifragem de imagens considerado aqui é samalbmpropostos em [40]
e [41]. Nestes trabalhos, sdo utilizadas DFT fracionagasdhs usando autovetores cons-
truidos segundo o método de matrizes comutantes geneladizentroduzido em e tratado
também em [40]. No presente caso, utiliza-se a metodolggesentada no Capitulo 3,
a qual, conforme sera demonstrado, envolve um nimero nejmeirdmetros livres; isso é
interessante em aplicagdes de Criptogra a, uma vez quedeegicelar tais parametros aos
valores componentes de uma chave-secreta. Além dissentifaente do que ocorre com
a DFT, é possivel de nir com mais naturalidade uma DHT frawia real; tal de nigédo
parece mais adequada quando se deseja processar um giimalragnte real, como é o
caso de imagens digitais.

Uma das tecnicas usada em cifragem de imagem é baseado e caépeos, pois

prové de uma boa combinacéo entre velocidade, alta seguremmplexidade, overhead
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computacional razoavel e poténcia computacional razqdd8gl Além disso, um mapa

cadtico apresenta algumas propriedades que sdo desgjawrisistema de cifragem, or-

bitas com comportamento pseudo-aleatdrio, grande skdad® aos parametros iniciais,

ergodicidade etc. [49]. Embora um estudo aprofundado slesapas esteja fora do escopo
desta dissertacéo, alguns deles sdo considerados netitdocapempregados no esquema
proposto [28], [50].

Como introducéo a este capitulo, ainda é importante dizeraguresultados obtidos
dos experimentos computacionais realizados dao sup@tas@ uma avaliacdo prelimi-
nar acerca da seguranca do esquema proposto. Uma analseongleta, levando em
conta, inclusive, as restricdes que o uso de transformaslaglas sobre os nimeros re-
ais no contexto considerado possui em comparacao ao usoaledetas de nidas sobre
estruturas algébricas nitas, por exemplo, é deixada pafsathos futuros. A delimitacédo
de tal escopo, que, de alguma forma, abdica de uma analfssngaode certos aspectos
praticos do contexto de Criptogra a, € justi cada pelo fate que, nesta dissertacdo, séo
apresentados como principais contribuicdes os resuleadsgrocedimentos desenvolvidos
no Capitulo 3; o contetdo apresentado no presente capéuioot intuito maior de ilus-
trar uma possibilidade de extrapolar o campo tedrico em guesultados mencionados
foram desenvolvidos, permitindo sugestdes e revelaret@ed para melhoria das métricas

consideradas.

4.1 Cifragem de imagens baseada em transformadas fracionéarias multiordem reais

Seguindo uma abordagem semelhante a apresentada nowbaghtrs [39 41, 51], o
que se propde é cifrar uma imagem em escala de dimzagplicando uma verséo bidi-
mensional da DHT fracionaria multiordem de nida conforrpeesentado na parte nal do

Capitulo 3. A respectiva imagem cifrada é obtida por

. 00 T
_ &g g .
P HA* A VE Vg Im HAOF A0 v VO (4'1)
Na Ultima equacdo, as matrizet™® e HEY sdo analogas a matriz
quacao, AYIA VGV, AT ;A0 VOO 9

H®9 em (3.21); porém, na notacdo empregada aqui, além dos seoe € e ¢°, séo
explicitados os vetores iniciaj§ ev, (resp. v°5 ev%) e as matrizeA* e A (resp.
A% e A% ) a partir das quais se obtém as matrizes geradoras empsegddados esses

parametros podem estar atrelados a uma chave-secreta.o@dase permitir 0 emprego
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de parametros diferentes na constru¢cdo das matrizes quilinam Im a esquerda e a
direita indica que as transformadas aplicadas as colunasliahas da imagem podem
ser distintas. Naturalmente, também se pode fakér= A%, A = A0 | v{ = v,

Vo = V%, e= e g= ¢° diminuindo o nimero de pardmetros necessarios & construca
das duas matrizes mencionadas e, consequentemente, droemtprda chave a qual estes
parametros estejam atrelados.

Para o processo de decifragem, utiliza-se a propriedadelitiéddade de indices da
transformada descrita na Se¢éo 3.2.1. A mesma chave erdpragecifragem € utilizada,
porém, as componentes dos vetores correspondentes aplasuttidens fracionarias das
matrizes de transformacéo envolvidas tém seus sinaitidiogerDe qualquer forma, tem-se

um esquema criptogra co simétrico, de modo que se espenpasrim por

. 0 40 T
— € g e, g .
Im HA+ A VGV P HAO'r A0 v VO

(4.2)
Conforme indicado, o ponto principal na operacdo des&itpe permite emprega-la

efetivamente como uma cifragem, € o fato de haver diversamptaos que podem ser to-

mados como componentes de uma chave-secreta. De maneragpeci ca, considerando

N = 4m, podem ser escolhidos os seguintes parametros:

1. m+ 1 componentes de cada um dos vetaese®, em 1 componentes de cada um

dos vetoreg e g° totalizandoN = 4m parametros;

2. N componentes de cada um dos autovetores de parfida, , vy e v, totalizando
4N parametros (supde-se que cada um desses autovetores ida [pairconstruido a

partir de vetores arbitrariod-dimensionais distintos);

3. N2 componentes de cada uma das quatro matrizes arbitrarigsA , A% e AC
utilizadas na obtencg&o de quatro matrizes geradoras eagmegia geragao dos con-
juntos de autovetores associados aos autovaloeesl, nas transformadas aplicadas

as colunas e as linhas tha, totalizando4N? parametros.

Somando os numeros de parametros de cada um dos itens abit@a-ge um total
de 4N2+ 5N parametros reais. Em suma, a partir de uma chave-secrette-gm deter-
minar, no esquema descrito, 0s autovetores iniciais, aszemtgeradoras e as multiplas
ordens fracionarias empregadas; todos esses parametr@sciam, de alguma maneira,
as matrizes de transformacédo obtidas e, consequentememésultado que se obtém ao

se transformar a imageim.
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Como forma de visualizar os efeitos da cifragem de uma imsegundo o método des-
crito nesta secao, as imagens apresentadas na Figura Figdréoram obtidas. Para isso,
considerou-sd = A* = A® = A = A% e= e’eg= ¢° os autovetores iniciaig; , v%,

Vo ev% foram todos construidos a partir de um mesmo vetor arltvarNa Figura Figura

- 4.1a, é exibida a imagem em escala de cinzas conhecidacaomoamana qual possui
dimensde®56 256 pixels; aimagem na Figura Figura - 4.1b é a que resultadegsode
cifragem. Conforme esperado, o aspecto da imagem é complatruidoso e nao revela
qualquer traco visual da imagem original; a imagem na Fkggtaa - 4.1c € o resultado da
decifragem quando todos os parametros envolvidos esté@tosorA Figura Figura - 4.1d
€ o resultado da decifragem quando se usa uma nfatigerada aleatoriamente, diferente
daquela empregada na cifragem; a Figura Figura - 4.1e éltadesda decifragem quando
se usa um vetor, gerado aleatoriamente, diferente daquele usado na effraghalmente,

a Figura Figura - 4.1f é o resultado da decifragem quandodousa vetor de mdultiplas
ordens fracionarias, gerado aleatoriamente, diferergaeda usados na cifragem. De modo
preliminar, presume-se que ndo se pode obter nenhuma agfonsobre a imagem original
a partir das imagens decifradas com as chaves incorretaguddguer forma, uma analise
mais criteriosa acerca da segurancga do esquema € necessaresboco de tal andlise é

desenvolvido a seguir.

4.2 Analise preliminar de seguranca

O grau de seguranca de esquemas de cifragem de imagensréipaedemente avaliado
por meio de métricas obtidas em experimentos de computdd®.experimentos podem
produzir numeros relacionados, por exemplo, a correlaté® mxels vizinhos e a entropia
na imagem cifrada. Quando se trata de cifragem de imageesadm®m transformadas
de nidas sobre os numeros reais ou complexos, o exame rdduliéerelacionada indica
gue o experimento mais relevante é o da sensibilidade da pHHy o propdésito de tal
experimento € medir 0 maximo desdicsobre os parametros empregados como chave-
secreta do esquema, tal que ainda seja possivel decifraganmcorretamente. A partir
dessa sensibilidade, pode-se estimar o espaco de chawessguentemente, caracterizar o
esguema quanto a robustez contra ataques de for¢ca-brutato@fque, quando o esquema
de cifragem considerado tem sua chave ligada a diversasgiez§, como € o0 caso do

esquema em questao, mesmo o0 experimento voltado a medig@Ensihilidade da chave
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@ (b) ©

(d) (e) ®

Figura Figura - 4.1 Resultados preliminares do esquema de cifragem descr#p:injagem original,
(b) imagem resultante da cifragem, (c) decifragem usandadde os pardmetros corretos, (d) decifragem
usando a matrizA incorreta, (e) decifragem usando o vetsrincorreto, (f) decifragem usando ordens
fraciondrias incorretas.

pode ser conduzido de diferentes maneiras. Algumas dessaioiogias sdo concisamente

descritas e tém seus resultados exibidos a seguir.

Sensibilidade da decifragem a desvios na chave

Seguindo [41], para analisar a sensibilidade da mAtrcomo chave, adiciona-se a
matriz originalmente empregada na cifragem uma métiem que todos os elementos sao
iguais ad 2 R, obtendo-se uma nova matifz= A+ E. O que se faz é tentar decifrar a
imagem empregand® em vez dé\ (0os demais parametros nado sdo alterados). A diferenca
entre a imagem obtida na tentativa de decifragem e a imagayimak é medida pelo erro
médio quadratico (MSE, do inglésean squared errro qual é calculado por

MSE= ———~a a 1C(;)) Ca(is)) %
M N,
= ]_0
na ultima equacadyl e N sédo a largura e a altura da imagentHi; j) e Cy(i;j) sdo os
valores dos pixels na posigépj) nas duas imagens a serem comparadas.

Na Figura Figura - 4.2, apresenta-se um gra co que demowstr@scimento do MSE
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a propor¢do em que se aumenta o valor absoluto do dégeiégmagem de referéncia con-
tinua sendo a&cameramajp O MSE calculado entre a imagem original e a cifrada Figura
- 4.1b é de3452Q ja o MSE entre a imagem original e a decifrada €:0804085 Esse
comportamento ja era esperado e € necessario a caradieidacseguranca do esquema
em questdo. No entanto, a determinacdo da faixa de valorespdea a qual a imagem
obtida na tentativa de decifragem com parte da chave ineoé&su cientemente diferente
da imagem original requer uma analise mais criteriosa.nP@éonsideracdo apenas do
referido limiar pode gerar conclusfes falsas, uma vez iquie, gue valores relativamente
altos sejam obtidos para o0 MSE, a imagem recuperada podearrénagos da imagem
original. Na Figura Figura - 4.3a, por exemplo, mostra-seageém obtida da decifra-
gem comd = 0;005 mesmo com o MSE maior que 20.000 (vide Figura Figura - 4.2), é
possivel observar elementos da imagem original. Algohsarteebcorre quandd = 0;01
(vide Figura Figura - 4.3b). Apenas quande 0;02, a imagem decifrada apresenta-se

visualmente irreconhecivel, como mostrado na Figurad-igdi3c.

40000 [

30000

20000

10000

0.1 -0.05 o 0.05

Figura Figura - 4.2 MSE entre a imagem original e a imagem obtida da tentativa éeittagem, quando
um desviod é imposto aos elementos da matiie

Uma analise similar pode ser realizada também para os @atr@setros usados como
chave. Na Figura Figura - 4.4, mostra-se a variacdo do MSEdalanem que um desvio
d é somado a cada componente do vetor inkiaMais uma vez, a partir dos resultados
do experimento realizado, conclui-se que valores eledaddSE nao implicam, necessari-
amente, que a tentativa de decifrar a imagem com uma chaggete foi completamente

frustrada; vestigios da imagem original podem aparecergue @corre, por exemplo, com
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@) (b) ©

Figura Figura - 4.3 Decifragem com desvios sobre todas as entradas da maAtriga) decifragem com
desviod = 0;005na matrizA, (b) decifragem com desvid = 0;01 na matrizA, (c) decifragem com desvio
d= 0;02 na matrizA.

a imagem apresentada na Figura Figura - 4.5a; mesmo com omrekdtivamente alto
para o MSE, obtido quandd= 0;05, é possivel observar rastros visuais da imagem original
na imagem resultante da tentativa de decifragem. Por oatlo,Ina imagem apresentada
na Figura Figura - 4.5b, obtida quandb= 0;15, a imagem produzida ndo revela tracos

da imagem original.
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15000
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0.4 0.2 0 0.2 0.4

Figura Figura - 4.4 MSE entre a imagem original e a imagem obtida da tentativa éeittagem, quando
um desviod é imposto aos elementos do vetor inicial

Na Figura Figura - 4.6, € apresentado o MSE entre a imagemairgga imagem obtida
da tentativa de decifragem, quando um desV® adicionado as componentes dos vetores
com multiplas ordens fracionarias. A partir de resultacp&®@mentais, veri cou-se que a
imagem obtida passa a ndo conter rastros da imagem originadqjdj > 0; 3, conforme

ilustrado nas Figuras Figura - 4.7a e Figura - 4.7b.
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@ (b)

Figura Figura - 4.5 Decifragem com desvios sobre todas as componentes do vetdaliv: (a)
decifragem com desvio ddg = 0;05 no vetor inicialv, (b) Decifragem com desvia@ = 0;15 no vetor
inicial v.

Emregando um raciocinio analogo ao considerado em [4grelteem conta os resul-
tados dos experimentos realizados, € possivel a rmar qreeppter sucesso em um ataque
de forca-bruta contra o esquema proposto, € necessério gu® @m cada elemento da
matriz A seja menor que = 0;02 e o erro em cada elemento do vetor inigigkja menor
qued = 0;1. Assim, a probabilidade de sucesso de um ataque de forga dnienor
quep=(0;02=2)2%6 256 (0;1=2)128= 1:018 131216 mesmo que a chave fracionaria seja

conhecida. Consequentemente, o espaco de chaves é daj@pF2e 23385
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Figura Figura - 4.6 MSE entre a imagem original e a imagem obtida da tentativa éeittagem, quando
um desviod é adicionado as componentes dos vetores de miltiplas orftan®narias.
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@ (b)

Figura Figura - 4.7 Decifragem com desvios sobre todas as componentes dosegetmm mdltiplas
ordens fracionérias: (a) imagem decifrada com desviodde 0;35 na chave fracionaria, (b) imagem
decifrada com desvid = 0;2 na chave fracionaria.

Sensibilidade da decifragem a elementos desconheciddsma c

Em [41], é empregado um outro procedimento para avaliar asteb de um crip-
tossistema para imagens baseado em transformadas. Tadomento consiste em cal-
cular o MSE entre a imagem original e a imagem resultante ritatitea de decifragem
quando alguns elementos das chaves sado desconhecidogujgalesntemente, quando al-
guns elementos das chaves sdo substituidos por valor&giaao processo € iniciado
com os valores corretos atribuidos a todos os elementosasia.cNuma primeira iteracéo,
substitui-se o valor de um elemento da chave por um valaidatea calcula-se o MSE.
A cada iteragdo, mais um elemento tem o seu valor substipdgdam valor incorreto e
um novo MSE é calculado. Tal estratégia é aplicada a detadmiparametro da chave
(matriz A, vetor inicialv ou vetores com multiplos pardmetros fracionéarios), aogpess
que os outros parametros sao tomados de forma correta e doaritialterados.

O gréa co apresentado na Figura Figura - 4.8 apresenta ag&ido MSE entre a ima-
gem original e a imagem resultante da tentativa de deciinagmedida em que se aumenta
a quantidade de elementos desconhecidos na ¢haMeste caso, 0 que importa € estimar
o numero minimo de elementos desconhecidos, tal que a in@Eg&ta numa tentativa
de decifragem possua aspecto visual degradado, ndo tvélagos da imagem original,
naturalmente, quanto menor este nimero minimo, maior agega do criptossistema sob
esse aspecto. Essa avaliacéo € ilustrada por meio da Figura F4.9. A Figura Figura -
4.9a sugere que, se apenas um elemento for desconheciddrizaAmnainda é possivel ob-

ter informacéo visual da imagem original. Por outro ladagar Figura - 4.9b indica que,
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se 30 elementos d& forem desconhecidos, quase nenhuma informagéao visuahdanm
original é recuperada. A medida que se incrementa o nUmeziementos desconhecidos,

é possivel obter menos informacao visual da imagem, quéirades80 elementos, ndo €
possivel reconhecer a imagem original. E3@eslementos representam menosldé do

total de elementos da chaye ou seja, € necessario conhecer a maior parte da chave para

obter alguma informacgéo da imagem.
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Figura Figura - 4.8 Evolucdo do MSE da imagem decifrada enquanto se incrementairaero de
desconhecidos da.

O gréa co da Figura Figura - 4.10 apresenta o resultado dorerpato que se acabou
de descrever, mas considerando elementos desconhecide®mmicialv, que também
é usado como chave. Quando o numero de elementos descosh&dglal al, ainda
€ possivel obter informacgéo visual da imagem, como mostadogura Figura - 4.11a;
quando o referido nimero é incrementado Bara informagédo visual da imagem original
gue se esperava recuperar € comprometida, conforme nmosiaaigura Figura - 4.11b.

A mesma analise foi feita para o vetor com multiplas ordeatgofrariasa, que é
composto pela concatenacédo entre os dois vetreg (vide descricdo do esquema de
cifragem na Secéo 4.1). O gra co apresentado na Figura &igdr12 mostra a variacao
do MSE a medida em que se incrementa o nimero de elementasitEsdos ena.
Quando este numero € menor dL@ED, ainda é possivel obter alguma informacao visual da
imagem original, como mostrado na Figura Figura - 4.13andpaste numero é maior
que 100, tal informacéo € comprometida, conforme mostrado na Rifiigiura - 4.13b.

As andlises feitas até o momento consideram cada parametchave em separado.

Porém, uma avaliacdo considerando mais de um parametro alee cfimultaneamente
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(@) (b)

Figura Figura - 4.9 Decifragem com substituicdo de elementos da mathizpor valores arbitrarios
(desconhecidos): (a) imagem decifrada para 01 elementa@adesecido na matrid\, (b) imagem decifrada
para 30 elementos desconhecidos na mathiz

1000 |

0000

29000

28000

27000

Figura Figura - 4.10 Evolucdo do MSE da imagem decifrada enquanto se incrementéiraero de
elementos desconhecidos de

@ (b)

Figura Figura - 4.11 Decifragem com substituicdo de elementos do vetor inigipbr valores arbitrarios
(desconhecidos): (a) imagem decifrada quando o nimero dmehtos desconhecidos ang 1, (b) imagem
decifrada quando o numero de elementos desconhecidog ér9.
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Figura Figura - 4.12 Evolucdo do MSE da imagem decifrada enquanto se incrementéiraero de
elementos desconhecidos de

(@) (b)

Figura Figura - 4.13 Decifragem com substituicdo de elementos do vetor de miaipordens fraci-
onariasa por valores arbitrarios (desconhecidos): (a) imagem dacifh quando o nimero de elementos
desconhecidos na chaweeé igual a80 elementos, (b) imagem decifrada quando o nimero de elengnto
desconhecidos na chaeeé igual a100 elementos.
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@ (b)

Figura Figura - 4.14 Decifragem com substituicdo de elementos de mais de um pendnda chave
secreta por valores arbitrarios (desconhecidos): (a) ieragdecifrada quando a quantidade de elementos
desconhecidos nas chavesng= 1, n, = 1 e ny = 15, (b) imagem decifrada quando a quantidade de
elementos desconhecidos nas chaves & 1, n,= 1 eny = 25.

também pode ser realizada. Por exemplo, na Figura Figudatadobtida ao se substituir
um elemento de chave correto énpor um elemento desconhecidg, = 1), um elemento
emv (n, = 1) e 15 elementos ema (ny = 15), é possivel perceber algumas caracteristicas
da imagem original; por outro lado, na Figura Figura - 4.Bfh,quenp =1, ny=1e
Na = 25, ndo se observa visualmente nenhuma informacgéo correldei@ imagem original.
Naturalmente, varias combinagcfes entig n, e ny SAo possiveis, o que torna dificil
mensurar a in uéncia que o valor atribuido a cada um dessampaos tem na seguranca
do esquema como um todo. De qualquer forma, a partir dogadssl apresentados para
o experimento do elemento desconhecido , é possivelaomet nem todos os elementos
da chave tém impacto signi cativo na seguranca do esquentidrdgem. O pior cenério
€ 0 caso em que as chavkes v sdo conhecidas, pois a chave do esquema se resumiria
ao vetor fracionaria; conforme observado anteriormente, mesmo que se desaomh@Q
elementos deste vetor, alguma informacao visual da imagate ger recuperada. Isso
sugere que, utilizando apenas o vetor com mdultiplas orden®riarias como chave, a

cifragem pode néo ser e caz.

Sensibilidade da decifragem a adicao de ruido

Outro experimento importante é o que permite avaliar a telzudo sistema a ataques
com ruidos [52]. No presente contexto, este teste é realizditionando a representagcéo
matricial da imagem cifrada um ruido Gaussiano com médiaezdesvio padrao unitario

multiplicado por um fator de ponderac@q e realizando uma tentativa de decifragem;
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0 que se espera é que a imagem decifrada, mesmo apos a adigiidodé respectiva
imagem cifrada, conserve a informacgao visual da imagemabrig

Na gura Figura - 4.15, é apresentado um gra co que demorsstrteescimento do MSE
enquanto aumenta-se o fator de ponderagaio ruido gaussiano. E esperado o incremento
do MSE enquanto o fator de ponderacao € incrementado. Nagemeala Figura Figura
- 4.16, sdo apresentados os resultados da decifragem parasfde ponderacda = 10
e a = 30. A partir do aspecto dessas imagens, conclui-se que 0 esquaEssui alguma
robustez a ataques com ruido Gaussiano.

Figura Figura - 4.15 MSE entre a imagem original e a imagem obtida da tentativa deiffagem
guando adiciona-se um ruido gaussiano a imagem cifrada.

(@) (b)

Figura Figura - 4.16 Imagens recuperados apés um atague a imagem cifrada com ioho gaussiano
com um fator de escaléa) a = 10 e (b) a = 30.
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4.3 Uso de sequéncias cadticas como chave

Uma possibilidade diferente da que se tem considerado tatp@sto € gerar os ele-
mentos tomados como componentes da chave-secreta do esquaartir de mapas caoti-
cos [48]. Uma discusséao detalhada a respeito dos difetgiesde sequéncias cadticas e
de suas aplicacfes esta fora do escopo deste trabalho. Reeuirma, pode-se a rmar
que essas sequéncias tém sido amplamente consideradaplemedntacdo de diverssas
classes de criptossistemas [28]. A principal razdo para igse sequéncias caodticas sao,
normalmente, muito sensiveis a mudangas nos parametrosgadps em sua inicializacao,
0 que é desejavel do ponto de vista de seguranga [53].

O mapa cadtico considerado neste trabalho € o mapa da terdmdtEstent map),

que € de nido como [28]

X1= g X, 0 X< 0;5 (4.3)
Xw1= 01 Xi); 05 X6 1, (4.4)

em quexXg, 0< Xp 1, é o valor inicial g, 0< g6 2, € uma constante. O que se
faz aqui é gerar um mapa da tenda e empregar a sequéncia tes\aitidos tanto como
componentes do vetor iniciake como do vetor com multiplas ordens fracionaaiés vetor

a é formado pela concatenacdo dos vetaregy). Os parametros iniciais empregados séo
g= 1,8 exp= 0;3. Neste caso, 0 que se analisa é a sensibilidade da deciiyageno se
usa uma chave-secreta obtida de uma sequéncia caotica cameieos iniciais diferentes
daqueles utilizados na cifragem. A mudanca nos parameiciais gera desvios grandes
nas sequéncias geradas, que tornam-se descorrelaciofatlanalise pode ser realizada
adicionando um desvia g ou axp, gerando uma chave incorreta para uso na decifragem
e medindo o erro entre a imagem original e aquela obtida datitende decifragem.

A Figura Figura - 4.17a mostra a imagem obtida da decifrageamdp um desvio
d= 10 %% ¢ adicionado ao valor inicig da sequéncia cadtica cujos termos s&o empregados
como componentes de neste caso, ainda é possivel reconhecer tragos da imaigemalor
Por outro lado, tais tracos sdo signi cativamente reduzida Figura Figura - 4.17b, em
que se tentou decifrar a imagem apos se ter adicionado uniodisv10 23 a xg. A
partir disso, € possivel estimar um espaco de chaves maldgiao parametro iniciap.

Para um criptosistema em seguranca de imagens, 0 espac@awdesateve ser grande o

su ciente para garantir que um ataque de forca bruta sejgévweV [53, 54]. Considerando
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@ (b)

Figura Figura - 4.17 Decifragem com desvios de (@)= 10 > e (b) d = 10 >3 na chavexo.

que o intervalo dentro do qual se pode escather m de que a sequéncia gerada tenha
comportamento cadtico tem largura igualla observando que o desde 10 °3 pode
ser adicionado ou subtraido &g tal estimativa é obtida por
1
=_— ~ =5 10°%
2 10 53

O gra co da Figura Figura - 4.18 mostra a mudanca do MSE a raegfidque se incrementa

Kxo

o valor absoluto do desvibsobre o valor inicialy usado para produzir a sequéncia cadtica
correspondente ao vetor(o parametrog € mantido inalterado).

Uma estratégia similar € aplicada considerando-se o pacéimeialg. A Figura Figura
- 4.19a mostra o resultado obtido quando um deskio 10 2° é aplicado e uma chave
incorreta é gerada; na gura, observa-se que a informag@lvida imagem original é
parcialmente conservada. Por outro lado, na Figura Figdra9b, resultante da adicédo de
d= 10 20 a g, ndo se observa contedo visual da imagem original. O edpagftaves da
constanteg é calculado semelhantemente aoxgesendo dado por
"2 110 =5 107

O gra co na Figura Figura - 4.20 mostra a mudanca do MSE a raegfidque se incrementa

Kg

o valor absoluto do desvib sobre o parametro inicigl do mapa da tenda (o valor dg
€ mantido inalterado).

A mesma avaliacdo de sensibilidade é feita para o vetor cdtiplagiordens fracio-
nariasa. Foram adicionados desvidsao valor iniciaky e a constanteg. Com base nos
resultados obtidos, € possivel concluir que, do ponto tieddasseguranca, a sensibilidade
da decifragem aos parametros iniciais do mapa caético usanku ciente; Na imagem

da Figura Figura - 4.21a, por exemplo, obtida da decifrageds a adicdo de um desvio
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Figura Figura - 4.18 MSE obtido ao se adicionar um desvibao pardmetro inicialky do mapa da
tenda no vetor inicial.

@ (b)

Figura Figura - 4.19 Decifragem com desvios de (@)= 10 ?° e (b) d = 10 20 na constanteg.
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Figura Figura - 4.20 MSE obtido ao se adicionar um deswiba constanteg do mapa da tenda no
vetor inicialv.

(@) (b)

Figura Figura - 4.21 Decifragem com desvios de (a)= 0;5 emxp e (b) d = 1 na constanteg.

d= 0;5 emxg, ainda é possivel observar vestigios da imagem origigal.sihilar ocorre
se se adicionar um deswa 1 ao parametrq (vide Figura Figura - 4.21b). Diante disso e
considerando as larguras dos intervalos dentro dos quadéspser escolhidos os valores de
Xp € deg, € como se o0 espaco de chaves referente ao vetor com mudtigans fracionarias
a fosse binario; na prética, € como se a escolha das compsmental vetor ndo exercesse
in uéncia na segurancga do esquema.

A partir dos resultados apresentados, conclui-se que ss@danmaiores qué= 10 °3
ed= 10 20 forem respectivamente adicionados ao pardmetro inic@i constante, de

forma néo necessariamente simultédnea, na geracao da seqo@dtica cujos elementos sao
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usados como componentes do vetor inigialimagem resultante da tentativa de decifragem
nao revela tragos visuais signi cativos da imagem origikesim, o espaco de chaves do
esquema como um todo, considerando o uso do mapa da tendaoéde5 10°?

5 109= 25 102 2240 Neste caso, assume-se que a chave alegdiééaonhecida,
porém, seus elementos também poderiam ser gerados por enseqdéncias cadticas;
isso, provavelmente, aumentaria consideravelmente gesjgachaves do esquema. Tal
possibilidade, que néo foi implementada neste trabalho stdo investigada a m de que
possa ser incluida em trabalhos futuros.

Como comentario nal a respeito do conteudo desenvolvidmrgo deste capitulo,
pode-se dizer que os resultados apresentados sugerem gasivepaplicar o método de
matrizes geradoras de autovetores de transformadas tmgétnicas discretas para construir
transformadas fracionarias multiordem e aplica-las emgei de imagens. Os resultados
expostos assemelham-se aos apresentados em [41], porémacoparametros livres pelo
fato de se poder escolhBF elementos da matri&, em vez de se poder escolher apenas
N2=4 em métodos baseados na transformada de Fourier. Conforseeijdlicou anterior-
mente, mais investigacdes sdo necessarias para dar saponelusdes de nitivas sobre o
tamanho minimo da chave para o qual o esquema é seguro, Bésapossibilidade de
o tamanho da chave ser menor e mesmo assim seguro. Alémfalisse,necessario con-
siderar outras métricas para caracterizacdo do esquema gontodo, como o tempo de
cifragem / decifragem, a entropia da imagem cifrada em coagga com a da respectiva

imagem original e a correlacéo entre pixels vizinhos ardesp®s a cifragem.
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5 Conclusdes

esta dissertacdo, foram propostas metodologias para constrdedautovetores de
Ntransformadas trigonométricas discretas empregandoizeatigeradoras. Além de
descrever como as referidas matrizes sdo obtidas, foraseapados procedimentos para
que os autovetores construidos possam formar bases categdhostrou-se como utilizar
essas bases na diagonalizacdo dos respectivos operadtiemisi de transformacéo, o
que permitiu obter versdes fracionarias dessas trangdasnaFormas multiordem reais
dessas transformadas foram propostas e seu potencialidacapl a cifragem de imagem
foi estudado de maneira preliminar. A partir de resultadgosichulacdes computacionais,
constatou-se que os esquemas de cifragem consideradoshgmealguns dos requisitos de
seguranga hecessarios ao Uso em cenarios praticos reais preporcionado, dentre outros
motivos, pelo fato de se ter, nas transformadas utilizadasochbase desses esquemas, a

possibilidade de escolher um grande niamero de parametros.
5.1 Trabalhos futuros

Como trabalhos relacionados a esta dissertacdo e que paedesenvolvidos em

oportunidades futuras, podem ser elencados os seguintes:

Avaliar a possibiliadde de empregar, para determinadodgptransformada discreta,
matrizes geradoras e autovetores de partida que assegupemdacao de conjuntos de

vetores linearmente independentes;

Analisar de forma mais completa os aspectos de segurangssgiosmas de cifragem

considerados;

Investigar outras aplicacbes das transformadas fracsnérultiordem reais, como a
marca d'agua e a esteganogra a digitais.

5.2 Artigos publicados

Os resultados obtidos nesta dissertagdo foram publicao®siois artigos listados a

seguir e aceitos para apresentacdo num evento internaeiorautro nacional:
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. Ravi B. D. Figueiredo, Juliano B. Lima, José R. de Oliveita.Ndatrices Generating
Eigenvectors for Constructing Fractional Trigonometriangforms. In: 40th IEEE Inter-
national Conference on Telecommunications and SignakBsowy (Barcelona, Espanha,
Julho de 2017);

. Ravi B. D. Figueiredo, Juliano B. Lima, José R. de Oliveita.N®&latrizes Geradoras
de Autovetores para Construcdo de Transformadas de Ha&mdeyonarias. In: XXXV

Simposio Brasileiro de Telecomunicagcbes e Processamerbindis (Sdo Pedro, S&o
Paulo, Setembro de 2017).



71

Bibliogra a

[1] J. Lima, A transformada fracional de Fourier: Conseikocenarios de aplicagao,
Revista de Tecnologia da Informagéo e Comunicagéol, Abril 2012.

[2] R. L. HermanAn Introduction to Fourier Analysid ed., Agosto 2016.

[3] B. Dickinson, Eigenvectors and functions of the discfeourier transform, IEEE
Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processihg30, pp. 25 31, Feb
1982.

[4] S. C. Pei, W. L. Hsue, and J. J. Ding, Discrete fractidfalirier transform based on
new nearly tridiagonal commuting matricedlsEE Transactions on Signal Processing
vol. 54, pp. 3815 3828, Oct 2006.

[5] €. Candan, On higher order approximations for Her@aessian functions and dis-
crete fractional Fourier transformdEEE Signal Processing Lettevsl. 14, pp. 699
702, Oct 2007.

[6] B. Santhanam and T. S. Santhanam, Discrete Gauss-tefamnctions and eigenvec-
tors of the centered discrete Fourier transform,2007 IEEE International Conference
on Acoustics, Speech and Signal Processing - ICASSRa073, pp. 111 1385 il
1388, April 2007.

[7] S. C. Pei and K. W. Chang, Generating matrix of discreteriér transform ei-
genvectors, 2009 IEEE International Conference on Acoustics, SpeeatiSignal
Processingpp. 3333 3336, April 2009.

[8] N. Wiener, Hermitian polynomials and Fourier analysisurnal of Mathematics and
Physicsvol. 8, no. 1-4, pp. 70 73, 1929.



72

[9] E. Condon, Immersion of the Fourier transform in a ewdus group of functional
transformations, Proceedings of National Academy of Sciences of the UnitagsSt
of America vol. 23, no. 3, pp. 158 164, 1937.

[10] A. C. McBRIDE and F. H. KERR, On namias's fractionalriasuransforms, IMA
Journal of Applied Mathematicsol. 39, no. 2, p. 159, 1987.

[11] D. A. MUSTARD,The fractional Fourier transform and a new uncertainty gpie
Kensington, 1987.

[12] D. A. MUSTARD,The fractional Fourier transform and the Wigner distribatiKen-
sington, 1989.

[13] D. Mustard, Uncertainty principles invariant undee tfractional Fourier transform,
The Journal of the Australian Mathematical Society. SelBe#pplied Mathematics
vol. 33, no. 02, pp. 180 191, 1991.

[14] J. McClellan and T. Parks, Eigenvalue and eigenvelgoomposition of the discrete
Fourier transform, IEEE Transactions on Audio and Electroacoustics 20, pp. 66
74, Mar 1972.

[15] H. M. Ozaktas, D. Mendlovic, L. Onural, and B. Barshabonvolution, Itering,
and multiplexing in fractional Fourier domains and thdatien to chirp and wavelet
transforms, JOSA A vol. 11, no. 2, pp. 547 559, 1994.

[16] H. M. Ozaktas and D. Mendlovic, Fourier transforms rattional order and their

optical interpretation, Optics Communicationsol. 101, no. 3-4, pp. 163 169, 1993.

[17] H. M. Ozaktas and D. Mendlovic, Fractional Fouriemstrms and their optical
implementation. ii, JOSA A vol. 10, no. 12, pp. 2522 2531, 1993.

[18] D. Mendlovic and H. M. Ozaktas, Fractional Fouriemsforms and their optical
implementation: |, JOSA A vol. 10, no. 9, pp. 1875 1881, 1993.

[19] X. Kang, F. Zhang, and R. Tao, Multichannel random mite fractional Fourier
transform, IEEE Signal Processing Lettev®l. 22, pp. 1340 1344, Sept 2015.

[20] R. Tao, X. Y. Meng, and Y. Wang, Image encryption withltrarders of fractional
Fourier transforms,IEEE Transactions on Information Forensics and Secwoty 5,
pp. 734 738, Dec 2010.



73

[21] J. Li, Low noise reversible MDCT (RMDCT) and its agdlmn in progressive-to-
lossless embedded audio codingEE Transactions on Signal Processiagl. 53,
pp. 1870 1880, May 2005.

[22] D. Dragoman, Fractional Fourier-related functior@ptics communicationsol. 128,
no. 1-3, pp. 91 98, 1996.

[23] A. W. Lohmann, D. Mendlovic, Z. Zalevsky, and R. G. Dprs8ome important
fractional transformations for signal processin@ptics Communicationsvol. 125,
no. 1-3, pp. 18 20, 1996.

[24] G. Cariolaro, T. Erseghe, and P. Kraniauskas, Thetifnaal discrete cosine trans-
form, IEEE Transactions on Signal Processiva. 50, pp. 902 911, Apr 2002.

[25] S.-C. Pei and J.-J. Ding, Fractional cosine, sine, ldadley transforms,|IEEE Tran-
sactions on Signal Processimgl. 50, pp. 1661 1680, Jul 2002.

[26] M. Arora, K. Singh, and G. Mander, Discrete fractiooasine transform based on-
line handwritten signature veri cation, 2014 Recent Advances in Engineering and
Computational Sciences (RAEC®p. 1 6, March 2014.

[27] Y. Tao and Y. Bao, Speech information hiding usingtioaal cosine transform, in
2009 First International Conference on Information Seiemd Engineeringp. 1864
1867, Dec 20009.

[28] N. Singh and A. Sinha, Optical image encryption usragtional Fourier transform
and chaos, Optics and Lasers in Engineeringl. 46, no. 2, pp. 117 123, 2008.

[29] L. Durak and S. Aldirmaz, Adaptive fractional Foudemain lItering, Signal Pro-
cessingvol. 90, pp. 1188 1196, April 2010.

[30] M. F. Erden, M. A. Kutay, and H. M. Ozaktas, Applicatsoof the fractional Fourier
transform to lItering, estimation and restoration, iRroc. of the IEEE-EURASIP
Workshop on Nonlinear Signal and Image Processing (N$JRA8talya, Turkey),
pp. 481 485, June 1999.

[31] L. Deng, M. Cheng, X. Wang, H. Li, S. Fu, P. Shum, and D, |Secure OFDM-
PON system based on chaos and fractional Fourier transfechmiques, Journal of
Lightwave Technologyol. 32, pp. 2629 2635, August 2014.



74

[32] T. Wang, H. Huan, R. Tao, and Y. Wang, Security coded ®OFBystem based
on multiorder fractional Fourier transformlEEE Communications Lettersol. PP,
pp. 1 4, September 2016.

[33] R. Pelich, N. Longepe, G. Mercier, G. Hajduch, and RellBarVessel refocusing
and velocity estimation on SAR imagery using the fractiboakier transform, IEEE
Transactions on Geoscience and Remote Sensihdc4, pp. 1670 1684, March 2015.

[34] Y. Zhao, H. Yu, G. Wei, F. Ji, and F. Chen, Parameternestion of wideband
underwater acoustic multipath channels based on fradtieoarier transform, IEEE

Transactions on Signal Processingl. 64, pp. 5396 5408, October 2016.

[35] D. M. J. Cowell and S. Freear, Separation of overlappnear frequency modulated
(LFM) signals using the fractional Fourier transfordfEEE Transactions on Ultraso-
nics, Ferroeletrics and Frequency Contvol. 57, pp. 2321 2333, October 2010.

[36] U. Singh and S. N. Singh, Application of fractional @utransform for classi cation
of power quality disturbances|ET Science, Measurement & Technolpgyl. 11,
pp. 67 76, January 2017.

[37] S. Harput, T. Evans, N. Bubb, and S. Freear, Diagnagitiasound tooth imaging
using fractional Fourier transformlEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics,
and Frequency ControVol. 58, pp. 2096 2106, October 2011.

[38] D. Shi, L. Zheng, and J. Liu, Advanced Hough transfosmgia multilayer fractional
Fourier method, IEEE Transactions on Image Processimgl. 19, pp. 1558 1566,
June 2010.

[39] Z. Liu and S. Liu, Randomization of the Fourier transfo Opt. Lett., vol. 32,
pp. 478 480, Mar 2007.

[40] S. C. Peiand W. L. Hsue, Random discrete fractionafieotransform, IEEE Signal
Processing Lettersol. 16, pp. 1015 1018, Dec 2009.

[41] W. L. Hsue and W. C. Chang, Real discrete fractionariEguHartley, generalized
Fourier and generalized Hartley transforms with many petenrs, |IEEE Transactions
on Circuits and Systems |: Regular Paped. 62, pp. 2594 2605, Oct 2015.



75

[42] S.-C. Pei, C.-C. Tseng, M.-H. Yeh, and J.-J. Shyu, @igcfractional Hartley and
Fourier transforms,|IEEE Transactions on Circuits and Systems Il: Analog anithDig
Signal Processingol. 45, pp. 665 675, Jun 1998.

[43] S.-C. Pei and M.-H. Yeh, The discrete fractional cesand sine transforms)EEE

Transactions on Signal Processingl. 49, pp. 1198 1207, Jun 2001.

[44] C.-C. Tseng, Eigenvalues and eigenvectors of gerestdDFT, generalized DHT,
DCT-IV and DST-IV matrices, IEEE Transactions on Signal Processiugl. 50,
pp. 866 877, Apr 2002.

[45] S.-C. Pei and W.-L. Hsue, The multiple-parameterrdigcfractional Fourier trans-
form, IEEE Signal Processing Lettewv®l. 13, pp. 329 332, June 2006.

[46] I. Venturini and P. Duhamel, Reality preserving fi@@l transforms [signal processing
applications], 2004 IEEE International Conference on Acoustics, Speerdi§ignal
Processingvol. 5, pp. V 205 8 vol.5, May 2004.

[47] W. L. Hsue and W. C. Chang, Multiple-parameter realirdie fractional Fourier and
Hartley transforms, ir2014 19th International Conference on Digital Signal Foce
sing pp. 694 698, Aug 2014.

[48] N. K. Pareek, V. Patidar, and K. K. Sud, Image encryptigsing chaotic logistic
map, Image and vision computingol. 24, no. 9, pp. 926 934, 2006.

[49] H. Huang and S. Yang, Colour image encryption basedgistic mapping and double
random-phase encodindET Image Processingol. 11, no. 4, pp. 211 216, 2017.

[50] X. Wu, B. Zhu, Y. Hu, and Y. Ran, A novel color image epitoyy scheme using
rectangular transform-enhanced chaotic tent mapEEE Accessvol. 5, pp. 6429
6436, 2017.

[51] X. Kang, R. Tao, and F. Zhang, Multiple-parameter dige fractional transform and
its applications, IEEE Transactions on Signal Processid. 64, pp. 3402 3417, July
2016.

[52] Y. Liu, J. Du, J. Fan, and L. Gong, Single-channel col@ge encryption algorithm
based on fractional Hartley transform and vector operatidfultimedia Tools and
Applications vol. 74, no. 9, pp. 3171 3182, 2015.



76

[53] L. Liu and S. Miao, A new image encryption algorithmeldasn logistic chaotic map

with varying parameter,SpringerPlusvol. 5, no. 1, p. 289, 2016.

[54] H. M. Elhoseny, H. E. Ahmed, A. M. Abbas, H. B. Kazemian$ Graragallah, S. M.
El-Rabaie, and F. E. A. EI-Samie, Chaotic encryption ofggsain the fractional
fourier transform domain using di erent modes of operati@ignal, Image and Video
Processingvol. 9, no. 3, pp. 611 622, 2015.



